Zadania i problemy do wykladu Matematyka dla specjalnosci GiBE
(ZESTAW NR 9)

ZADANIA

Zadanie 1. (Pochodna funkcji wykladniczych i logarytmicznych). Wyznacz pierwsza
pochodna dla kazdej z nastgpujacych funkcji:

(a) y =In(2z + 3)3, (e) y =3,
(b) y = [In(2z + 3)]?, (f) y=a"3",
(c) y = In(cosga), (8) y=2a° 27,
(d) y = log,(z* — 2z), (f) y = 9=

1

zlna

Uwaga. d%(loga x) =

Zadanie 2. Dla ponizej wymienionych funkcji wyznacz punkty krytyczne oraz okresl ich cha-
rakter

(a) f(z)=z(z?—4), d) fx) =15+ -l<z<l,
(b) f(x) :$3—ln(x), x>0, (e) f(x) =1z -3,
(c) f(z) =ze™", (f) f(z) =e 2 — 2.

Zadanie 3. Dla kazdej z ponizszych funkcji obliczy¢ odpowiednig pochodna, i pokaz, ze funkcja
spelnia wskazane rownanie rézniczkowe:

(@) flz) =277, f(2)=-3f(2),
(b) f(t)=Ce™, [f'(t)=kf(t),
(c) fO)=1—e", fl(t)=1—f().

Zadanie 4. (Liniowe réwnanie rézniczkowe). Rozwazmy funkcje y = f(t) = Ce* gdzie C
i k sa stalymi. Dla jakich wartoéci tych statych ta funkcja spelnia réwnanie:

dy
2 — _5
dy
b =L = 3y.
(b) o =Y

Zadanie 5. Wyznacz funkcje, ktéra jest rozwiazaniem kazdego z ponizszych rownan rézniczko-
wych.

dy

(a) % ==Y
d

(b) d—; = —0,1¢, oraz ¢(0) =20,
dz

(c) = 3z, oraz z(0)=>5.

Uwaga. Wszystkie odpowiedzi powinny bycé funkcjami wykladniczymi, ale mogqg mieé¢ réine
zmienne zalezne lub niezalezne.



Zadanie 6. (Leczenie antybiotykami). Kolonie bakterii traktujemy tagodnym antybioty-
kiem, w skutek czego bakterie zaczynaja umieraé. Zauwazono, ze gesto$¢ bakterii w funkcji
czasu mozna opisa¢ w przyblizeniu zalezno$cia nastepujacej postaci b(t) = 85e~0%, gdzie t to
czas w godzinach jaki uplynat po zastosowaniu antybiotyku.

(a) Okresl czas potrzebny do tego aby zginela polowa bakterii (jest to tak zwany okres pdttr-
wania).

(b) Wyznacz czas potrzebny na to by zgineto 99% bakterii.

Zadanie 7. (Liniowe réwnanie rézniczkowe). Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

% =a—by,
gdzie a, b sa stalymi.
(a) Pokaz, ze dla dowolnej statej C' funkcja
y(t) = 3 — e,
spelnia powyzsze rownanie rézniczkowe.
(b) Pokaz, ze gdy przyjmiemy
C= % — Y0,

to rozwiazanie spelnia dodatkowo warunek poczatkowy
y(0) = wo.

Uwaga. W ten sposcb pokazemy, Ze funkcja
a\ _py a
t = —_ = —
y(t) (yo b) et

jest rozwigzaniem réownania rézZniczkowego % = a — by, z warunkiem poczgtkowym y(0) = yo.

Zadanie 8. Pokaz, ze funkcja
1
)= ——
y(t) = 7

jest rozwiazaniem ponizszego réwnania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym

dy _ o

— -1
pril y(0)

Skomentuj, co dzieje sie z tym rozwigzaniem gdy t zbliza sie do 1.

Zadanie 9. Dla kazdego z ponizszych réwnan rézniczkowy pokaz, ze podana funkcja y jest jego
rozwiazaniem.

dy

(a) to =
d?y

(b) o +y=0, y=—2sin(t)+ 3cos(t).

3y, y=2t.

d2y2 dy
— —— +y=6e, y=3t’c.
a at TYThes v €



Zadanie 10. (Tarcie i predko$¢ koncowa). Predko$é spadajacego obiektu zmiania sie pod

wplywem grawitacji, ale tarcie ma réwniez wplyw na zmiang pretkosci. W tej sytuacji réwnanie

rézniczkowe opisujace predkosé v(t) spadajacego obiektu w osrodku réznym od prézni ma postaé
dv

gk
dt g v?

gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym, a k jest stata, ktéra reprezentuje efekt tarcia. Obiekt
jest upuszczany z pozycji spoczynkowej z samolotu.

(a) Wyznacz funkcje v(t), ktéra reprezentuje predkosé spadajacego obiektu w chwili ¢.
(b) Co dzieje sie z predkoscia obiektu po opadaniu przez dlugi czas, ale zanim spadnie na

ziemie?

Zadanie 11. (Poziom alkoholu). Zakladamy, ze alkohol dostaje sie do krwiobiegu ze stala
szybkoscig k graméw na jednostke czasu, podczas jego picia. Watroba stopniowo metabolizuje
alkohol na inne, nietoksyczne produkty uboczne. Wspétczynnik konwersji na jednostke czasu jest
proporcjonalny do aktualnego poziomu alkoholu we krwi, tak ze rownanie rézniczkowe spelniane
przez poziom alkoholu we krwi przyjmuje postaé

de

%:k—sc,

gdzie k, s sa dodatnimi statymi.
Zalézmy, ze poczatkowo nie ma alkoholu w krwi. Wyznacz poziom alkoholu we krwi ¢(t) jako
funkcje czasu przyjmujac t = 0, jako moment, w ktérym alkohol zaczal byé spozywany.

Zadanie 12. (Przyrost masy ciala niemowlecia). W pierwszym roku zycia waga dziecko
moze by¢ opisana przez funkcje
y(t) = V3t + 64,
gdzie t jest mierzone w pewnych wygodnych jednostkach.
(a) Pokaz, ze y spelnia réwnanie rézniczkowe

d k
Y _ —, gdzie k jest dodatnia stala.
dt y

(b) Jaka jest wartosé¢ k7
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