Zadania i problemy do wykladu Procesy Markowa (ZESTAW NR 6)

ZADANIA

Zadanie 1. Znalez¢ stacjonarny rozklad na J = {1,2,3} dla macierzy stochastycznej
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gdzie a, 5,7 € (0,1).

Zadanie 2. Znalez¢ rozklad stacjonarny dla tancucha Markowa zdefiniowanego w modelu
Ehrenfestow jako liczba kul w urnie pierwszej. Ponado znalez¢ érednia rozktadu stacjonar-
nego.

Odp. T, = QLN(N)

7

Zadanie 3. (Jeden ekran odbijajacy). Rozpatrzmy macierz bladzenia losowego z py 41 =
D, Pkk—1=1—p=gq,dlak=23,... ip12=p, p1,1 = q. Udowodni¢, ze wszystkie stany
sa chwilowe, jezeli p > ¢, powracajace zerowe (zerowo rekurencyjne), gdy p = ¢, i dodatnio
rekurencyjne gdy p < g. Znalez¢ rozklad stacjonarny.

Zadanie 4. (Dwa ekrany odbijajace). JLM o stanach 1,2, ..., a ma macierz, ktorej pierw-
szy 1 ostatni wiersz sa odpowiednio réwne (g, p, 0, ...,0) oraz (0,...,0,q,p). We wszystkich
pozostalych wierszach py x+1 = P, prr—1 = ¢. Znalez¢ rozklad stacjonarny. Czy ten lan-
cuch moze byé¢ okresowy?

Zadanie 5. Znalez¢ rozklad stacjonarny dla macierzy stochastycznej P zdefiniowanej na
przestrzeni stanéw J = {0, 1,2, ..., N} przez

Diitl = Dis Diji-1=0qi, Pii="i, Pi+q¢+ri=1 1=1,2,... N -1,

po1=1, pnn-1=1
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Proces Markowa opisany przez powyzsza macierz stochastyczna nazywa si¢ Procesem uro-
dzin i $mierci w dyskretnym czasie z dwoma ekranami odbijajgcymi. Szczegdlny przypadek
tego modelu nazywa si¢ btadzeniem losowym z dwoma ekranami odbijajacymi. Réwniez
model Ehrenfestéw jest szczegdlnym przypadkiem powyzszego modelu.

Zadanie 6. Znalez¢ warunki, przy ktérych istnieje rozklad stacjonarny oraz rozktad stacjo-
narny dla procesu urodzin i Smierci z ekranem odbijajacym w zerze, tj, gdy N = oo, r; = 0.
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Zadanie 7. (Bladzenie przypadkowe z ekranami sprezystymi). Rozpatrzmy symetryczne
btadzenie przypadkowe w ograniczonym obszarze plaszczyzny. Ograniczenie obszaru jest
sprezyste w tym sensie, ze ilekro¢ w nieograniczonym btadzeniu przypadkowym czastka
opuscitaby obszar, to zmuszona jest powrdci¢ do ostatniego potozenia. Udowodnié, ze jezeli
kazdy punkt obszaru moze by¢ osiagniety z dowolnego innego punktu, to istnieje rozktad
stacjonarny m = {m} 1 mp = 1/a, gdzie a oznacza ilo§¢ wszystkich polozen w obszarze.

Zadanie 8. Niech {X,,n > 0} bedzie jednorodnym lancuchem Markowa z macierza
prawdopodobienstw przej$¢ P i niech P(Xy = i) = m; > 0 dla wszystkich ¢ € J, gdzie
7l = {m;,i € J} jest stacjonarnym rozkladem. Niech macierz Q = {g; ;4,7 € J} bedzie
zdefiniowana przez

Tidi,j = T5Pjyi-
Niech {f(n, —00 < n < oo} bedzie procesem o skoficzenie wymiarowych rozkladach postaci

P(X_1=i1,X_g=tig,.. X_p = iy|Xo =14, X1 = j1,.0, Xpn = Jjin)

=P(X_1=i1,X 2 =12, ., X iy = ig| X0 = 1) = GiiyQiria "~ Dir1.is

dla wszystkich k > 1,n > 1,4,41, ..., ik, j1, -, Jn € J.
Pokazaé, ze {X,,, —00 < n < 0o} jest jednorodnym tancuchem Markowa z macierza praw-

dopodobienstw przejs¢ P oraz P(X,, = i) = m; dla wszystkich ¢ € J oraz wszystkich
ned{.,—101,..}.

Zadanie 9. Przeliczalna liczba czastek przemieszcza si¢ niezaleznie w zbiorze J, tak,
ze kazda czgstka przemieszcza si¢ z punktu 7 do punktu j z prawdopodobiefistwem p; ;
(kazda czastka przemieszcza sie¢ w zbiorze J zgodnie z tancuchem Markowa o macierzy
prawdopodobienstw przejs¢ P = (p; j)). Niech A, (i) bedzie liczba czastek w stanie i € J
w chwili n > 0 oraz zalézmy, ze Ao(i), i € J, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladzie Poissona odpowiednio ze §rednia p;,i € J, gdzie u = {u;, 7 € J} jest miara
niezmiennicza dla macierzy P. Pokazaé, ze dla wszystkich n > 1, zmienne losowe A4,,(7), i €
J, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Poissona ze $rednig odpowiednio
Wi, © € J.

Zadanie 10. Stochastyczna macierz na przestrzeni J nazywa si¢ podwdjnie stochastyczna
jezeli dla wszystkich stanéw ¢ € J zachodzi 3 c;pji = 1. Zalézmy dodatkowo, ze ma-
cierz P jest nieredukowalna oraz J jest nieskonczona. Znalez¢ miar¢ niezmiennicza dla P.
Pokazaé, ze P nie moze by¢ dodatnio rekurencyjna.

Zadanie 11. Pierwszy wiersz macierzy stochastycznej P ma postaé (p1,pa,...). W pozo-
statych przypadkach p;;_1 = 1. Zbadac ten JIM i znalez¢ jego rozklad stacjonarny, jezeli
istnieje.

Zadanie 12. Pierwsza kolumna macierzy stochastycznej P ma postaé (qo, g1, ... ) apiit1 =
1—¢g;dlat=0,1,2... Udowodnié¢, ze wszystkie stany tego JIM sa chwilowe wtedy i tylko
wtedy, gdy >_;¢; < oo. Kiedy sa one stanami zerowo rekurencyjnymi? Znalez¢ rozklad
stacjonarny, jezeli istnieje.

Zadanie 13. Pierwszy wiersz macierzy stochastycznej P ma postaé¢ (p1,p2,...). W po-
zostatych przypadkach p;;—1 = 1. Zbada¢ ten JIM oraz znalez¢ jego rozklad stacjonarny
jezeli istnieje.



