Zadania i problemy do wykladu Modelowanie stochastyczne (ZESTAW NR 1)

Z ADANIA

Zadanie 1. Niech X (¢) bedzie gaussowskim procesem losowym ze $rednia E[X(t)] =
0 i funkcja autokorelacji Rx(h) = exp(—|h|). Zmienna losowa A jest zdefiniowany w
nastepujacy sposob:

1
A:/AﬁMt
0
Wyznacz $rednig E(A) i wariancje Var(A) zmiennej losowej A.

Zadanie 2. Niech X () bedzie gaussowskim procesem losowym ze $rednia E[X(t)] =
0 i funkcja autokorelacji Rx(h) = exp(—|h|). Zmienna losowa A jest zdefiniowany w
nastepujacy sposob:

A:ABX®ﬁ.

gdzie B jest zmienng losowa o rozkltadzie jednostajnym na odcinku [1, 5] i niezalezna od
procesu losowego X (t). Wyznacz érednia E(A) i wariancje Var(A) zmiennej losowej A.

Zadanie 3. Niech S,, n = 0,1,2,.. bedzie ciagiem zmiennych losowych zdefiniowanych
w nastepujacy sposob:

Sp = Zn:Xk, n>1 oraz Sy=0,
k=1
gdzie { X% }{° jest ciagiem i.i.d zmiennych losowych, dla ktérych
P{X;=1}=p oraz P{X=-1}=1—-p.

Rozpatrzmy proces losowy {S, : n > 1}.
(i) Dla jakich wartosci p proces {S,} jest martyngatem?
(ii) Dla jakich wartosci p proces {S,,} jest submartyngatem?
(iii) Dla jakich wartosci p proces {S,} jest supermartyngatem?

Zadanie 4. Niech Xy = 0 natomiast {X;}{° bedzie ciagiem i.i.d zmiennych losowych ze
$rednia £ X}, = 0 i skoficzona wariancja Var X, = o2 dla k > 1. Niech Yy = 0 i zdefiniujmy

no\ 2
Y, = (Z) —no?, n>1.

k=1
Wykaz, ze proces {Yy} jest martyngatem.

Zadanie 5. Niech X bedzie dyskretna zmienng losowa. Funkcja generujaca zmiennej
losowej X jest zdefiniowana dla |s| < 1 w nastepujacy sposéb

gx(s) = BE(s*) = Z s" P(X = n).

n=0



(a) Pokaz, ze funkcja generujaca jednoznacznie okresla rozklad, czyli ze jesli X i Y sa
zmiennymi losowymi, dla ktérych réwnosé gx(s) = gy(s) zachodzi dla kazdego
|s] <1, to X 1Y maja ten sam rozktad.

(b) Zalbézmy, ze zmienne losowe X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi wtedy

gx+v(s) = gx(s)gy(s).

Zadanie 6. Niech X bedzie zmienna losows o rozktadzie geometrycznym z parametrem
.

(a) Pokaz, ze dla k > 1,
P(X > k)= (1-pk

(b) Pokaz, ze dla dowolnych r, s > 0 zachodzi réwnosé

P(X>r+s|X>r)=P(X >s).

(c) Czy istnieje inny rozktad dyskretny posiadajacy wlasnosé braku pamieci opisana w
punkcie (b)?

Zadanie 7.

(a) Wyznacz postaé funkcji generujacej zmiennej losowej o rozkladzie Bernoulliego z
parametrem p.

(b) Korzystajac z wyznaczonej w punkcie (a) postaci funkeji generujacej pokaz, ze funkcja
generujaca rozktadu dwumianowego z parametrami n i p jest postaci

(L—p—+ps)"

(c) Zaltézmy, ze zmienne losowe X 1Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
dwumianowych z parametrami odpowiednio (n, p) i (m, p). Pokaz, ze zmienna loso-
wa X +Y jest zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym z parametrem (n-+m, p).

Zadanie 8. Rozpaczmy zmienna losowa X z funkcja generujaca

1 1— Sn+1

n+1 1—s '’

gx(s) =

gdzie n jest ustalong liczba naturalng. Pokaz, ze dla k = 0, 1, ..., n, zachodzi rownosé

Zadanie 9. Wyznacz posta¢ funkcji generujacej zmiennej losowej o rozktadzie Poissona
z parametrem .



(a) Zalézmy, ze zmienne losowe X 1Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
Poissona z parametrami odpowiednio A i p. Pokaz, ze zmienna losowa X + Y jest
zmienng losowg o rozktadzie Poissona z parametrem \ + p.

(b) Zalbézmy, ze zmienna losowe N ma rozktad Poissona z parametrem A. Rozpatrzmy
zmienng losowy Y zdefiniowang w nastepujacy sposob

gdzie X, Xs, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Bernoulliego z
parametrem p. Wykaz, ze zmienna losowa Y ma rozktad Poissona z parametrem Ap.

Zadanie 10. Niech N bedzie dodatnig zmienna losowa catkowitoliczbowa. Niech X7, X, ...
beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie. Rozpatrzmy zmienng
losowg Y zdefiniowang w nastepujacy sposéb

Pokaz, ze prawdziwa jest nastepujaca relacja miedzy funkcjami generujacymi zmiennych
losowych N, X iY
gv(s) = gn (9x(s)).

Zadanie 11. Niech N bedzie dodatnig catkowitoliczbowg zmienng losowa o rozktadzie
zadanym przez ciag {p,}n>0. 0znaczmy przez gx funkcje generujaca zmiennej losowej X.
(a) Wykaz, ze prawdziwa jest nastepujaca réwnosé
dn (o.9) ken

d—ngx(s) => k(k—1)..(k —n+1)s""p.

S k=n
(b) Wykaz, ze funkcja generujaca gx(s) jest funkcja wypukta dla s € [0,1).
(c) Zauwaz, ze

Pn=— — gx(8)| s

co ttumaczy nazwe, funkcja generujgca prawdopodobienstwa.
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