Zadania i problemy do wykladu Modelowanie stochastyczne (ZESTAW NR 2)

Z/ADANIA

Zadanie 1. Poczawszy od 6 rano, klienci przyjezdzaja do piekarni ”Zakalec” wedlug
procesu Poissona w tempie 30 klientow na godzine. Znajdz prawdopodobienistwo, ze wiecej
niz 65 klientow przybedzie od 9 do 11 rano.

Zadanie 2. Kierownik piekarni ”"Zakalec” otrzymuje SMS-y z pretensjami od klientow
od 10 rano z szybkoscia 10 SMS-6w na godzine zgodnie z procesem Poissona. Znajdz
prawdopodobienstwo, ze kierownik otrzyma doktadnie 18 SMS-6w do potudnia i 70 SMS-
6w do 17:00.

Zadanie 3. Wystepowanie huraganow na ladzie podczas zjawiska El Nino jest modelowa-
ne przy uzyciu procesu Poissona (zobacz np. M. C. Bove et al. Effect of El Nino on U.S.
landfalling hurricanes, revisited. Bulletin of the American Meteorological Society, 79(11),
1998 str. 2477-2482.) Autorzy twierdza, ze "podczas roku El Nino, prawdopodobienistwo,
ze dwa lub wiecej huraganéw pojawi sie na lagduje to 28%.” Wyznacz intensywnosé tego
procesu Poissona.

Zadanie 4. Ania, Adam i Antoni stoja na poczatku trzech oddzielnych kolejek w bufecie
czekajac na obstuzenie. Obstuga w trzech kolejkach odbywa sie niezaleznie od siebie a
momenty obstug tworza odpowiednio procesy Poissona z parametrami 1, 2 i 3.

(a) Znajdz prawdopodobienstwo, ze Ania zostanie obstuzona jako pierwsza.
(b) Znajdz prawdopodobienstwo, ze Adam bedzie obstuzony przed Ania.

(c) Znajdz przewidywany czas oczekiwania na pierwsza obstuzona osobe.

Zadanie 5. Zalozmy, ze X1, X, ... sa zmiennymi losowymi i.i.d. z rozktadem wyktadniczy
z parametrem \. Niech S, = X; + + X,,. Pokaz, ze S,, ma rozktad gamma z parametrami
niA,

(a) korzystajac na przyktad z funkcji generujace momenty, lub transformaty Laplace’a,

(b) korzystajac z indukcje wzgledem n.

Zadanie 6. Zalézmy, ze {N(t), t > 0} jest procesem Poissona z parametrem A. Znajdz
warunkowy rozktad N(s) pod warunkiem, ze N(t) = n, dla

(a) s<t

(b) s>t.



Zadanie 7. Dla procesu Poissona z parametrem A pokazano, ze dla s < t, korelacja
miedzy zmiennymi N(s) i N(t) jest réwna
S

Cor(N(s), N(t)) = 7

Zadanie 8. Zakladamy. ze bramki w meczu pitkarskim sg zdobywane zgodnie z proce-
sem Poissona. Srednia taczna liczba bramek zdobytych podczas 90-minut meczu to 2,68.
Zalbézmy, ze graja z soba dwie rownorzedne druzyny. Uzyj symulacji, aby oszacowaé praw-
dopodobienstwo ze obie druzyn zdobedzie t¢ sama liczbe bramek. Poréwnaj otrzymany
wynik z wynikiem teoretycznym.

Zadanie 9. Ania i Adam dojezdzaja na uczelnie ta samg linig autobusows. Autobusy
docieraja do przystanek na ktérym oboje wsiadajg zgodnie z procesem Poissona z para-
metrem A = 1/30. Pewnego dnia Ania pechowo pojawia sie na przystanku, gdy autobus
wlasnie opuszcza przystanek. Adam pojawia sie na przystanku 10 minut po Ani. Policz
sredni czas czekania na autobus dla Ani i Adama.

Uwaga. W celu nabrania intuicji wykonaj ponizszy program.

program R symulujacy czasu czekania

autobus.R

proba <- 5000

ania <- numeric(proba)

adam <- numeric(proba)

for (i in 1:proba)

autobus <- rexp(1,1/30)

ania[i] <- autobus

while (autobus < 10) autobus <- autobus + rexp(1,1/30)
adam[i] <- autobus-10

mean (ania)

mean (adam)
hist(Ania,xlab="Ania",prob=T,ylab="",main="")
hist(Adam,xlab="Adam",prob=T,ylab="",main="")
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Zadanie 10. Zatézmy, ze {Ny(t), t > 0} i {Na(t), ¢ > 0} sa niezaleznymi procesami
Poissona z parametrem odpowiednio A; i Ao. Wykaz, ze proces {Ny(t) + Na(t), t > 0} jest
procesem Poissona z parametrem A; + As.



PROBLEMY

Problem 1. Napisz program symulujacy proces Poissona.

Problem 2. Zastanéw sie czy nastepujacy program w R symuluje proces kolejne punkty
procesu Poisson z parametrem A = 1/2 na odcinku [0, 30].

poissonsim.R

t <= 30

lambda <- 1/2

N <- rpois(1,lambdax*t)
unifs <- runif(N,0,t))
arrivals <- sort(unifs)
arrivals
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Uwaga. Zastandw sie jaki rozktad taczny ma wektor (Si, S, ... S,) kolejnych zgtoszeh w
procesie Poissona {NV;, t > 0}, pod warunkiem, ze N(t) = n. Uzasadnij, ze rozkfad ten jest
taki sam jak rozktad wektora statystyk pozycyjnych dla n niezaleznych zmiennych losowych o
rozkfadzie jednostajnym na odcinku [0, ¢].

Problem 3. Uczestnicy koncertu jazzowego przybywaja na koncert zgodnie z procesem
Poissona z parametr \. Zespot zaczyna gra¢ w chwili ¢. Osoba, ktéra przybedzie w odcinku
czasu [0, t], czeka t — S jednostek czasu na rozpoczecie koncertu, gdzie S jest momentem
jego przybycia. Znalezé przewidywany catkowity czas oczekiwania wszystkich uczestnikow
koncertu, ktérzy przybywaja przed rozpoczeciem koncertu.

Problem 4. Ztozony proces Poissona {C(t), t > 0} jest zdefiniowany jako

N(t)

Ct) = > Xk,

gdzie {N(t), t > 0} jest procesem Poissona, a X1, Xy, ... to zmienne losowe i.i.d. niezalez-
ne od procesu {N(¢)}.

Zal6ézmy, ze wypadki samochodowe zdarzajace sie na niebezpiecznym skrzyzowaniu zgod-
nie procesem Poissona w tempie 3 wypadkow na tydzien. Ponadto liczba osob cigzko
rannych w wypadku ma rozktad Poissona ze sredniag 2. Pokaz, ze proces powaznych ob-
razen jest ztozonym procesem Poisson i znajdz $rednig i odchylenie standardowe liczby
powaznych urazy powyzej 1 roku.
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