Zadania i problemy do wykladu Modelowanie stochastyczne (ZESTAW NR 3)

Z ADANIA

Zadanie 1. Rozpatrzmy proces gatazkowy dla ktérego Z; = 1, a zmienna losowa X
opisujaca liczbe potomkéw ma rozktad postaci

pe=ab”t k=12, ..

Po = 1- Z Pk,
k=1
gdzie0 <b<a+b<1.
(a) Pokaz, ze funkcja generujaca spelia réwnosé

1+ (a+D) at
) =~ 1w

(b) Zalézmy, ze a > (b — 1)2. Wyznacz granice lim,, .., P(Z, = 0).

Zadanie 2. Rozpatrzmy proces gatazkowy dla ktérego Zy = 1, a zmienna losowa X

opisujaca liczbe potomkéw ma rozktad Poisson

e MNF
k!

Pr = k:O,l,Q,...

(a) Wyznacz funkcje generujaca fx(s), a nastepnie srednia i wariancje Z,,.

(b) Dla A =1,5 oraz A = 2 wyznacz granice lim,_.., P(Z, = 0).

Zadanie 3. Rozpatrzmy proces gatazkowy dla ktérego Z; = 1, a zmienna losowa X
opisujaca liczbe potomkéw ma rozktad geometryczny postaci

PX =k =1—-pp* k=12, gdzie 0<p<l.

Wyznacz prawdopodobienstwo wymarcia dla tak zdefiniowanego procesu.

Zadanie 4. Rozpatrzmy proces gatazkowy dla ktorego Zy = 1, a rozktad liczby potomkéw
ma srednig m > 0. Pokaz, ze
EZyii| Z0) = m*Z,.

Zadanie 5. Rozpatrzmy proces gatazkowy dla ktérego Z; = 1, a zmienna losowa X
opisujaca liczbe potomkoéw ma rozktad postaci

pe=0—=r)0F k=0,1,2,..,

gdzie r € (0,1).



(a) Niech g bedzie funkcja generujaca liczby wszystkich potomkéw dla procesu startuja-
cego z jednego osobnika. Wyznacz postaé funkeji g(s.)

(b) Korzystajac z wyznaczonej w punkcie (a) postaci funkcji generujacej wyznacz rozktad
prawdopodobienstwa liczby wszystkich potomkdow.

(c) Dla jakich wartosci r zmienna losowa X, liczby wszystkich potomkéw ma wisciwy
rozktad prawdopodobienstwa?

(d) Pokaz, ze
1
P(X=n|Zy=1) = 2—cn4”(1 —r)"rm.
r

(e) Dla r = 1/4 wyznacz wartoséi P(X =n) gdy n = 1,2, ..., 10.

(f) Dla r = 3/4 wyznacz wartoséi P(X =n) gdy n = 1,2, ..., 10.

Zadanie 6. Rozpatrzmy proces galazkowy zdefiniowany w zadaniu 5. Zaktadamy, ze pro-
ces ten opisuje rozwdéj populacji i zaktadamy dodatkowo, ze kazdy nowonarodzony osobnik
moze, niezaleznie od pozostatych, podlegaé z prawdopodobienstwem p mutacji. Niech M€
oznacz zdarzenie, ze mutacja nie pojawi sie w populacji startujacej z pojedynczego osob-
nika.

(a) Pokaz, ze
P(MZy=1)=> P(X=n|Zy=1)1—p)" ",

n>1

gdzie X to catkowita liczba potomkdow.
(b) Korzystajac z zadania 5 (d) wyznacz P (M| Zy =1).
(c) Uzasadnij, ze dla dowolnego N > 1
P (M¢Zy=N) =P (M| Zy=1)"

i policz wartos¢ tego prawdopodobienstwa dla kilku wartosci N i p dla ktérych
Nup=1.

d) Przyjmijmy, ze » = 6/10 i N = 10. Policz P (M¢|Zy = N) dla pn = 1074, p = 107% i
(d) Przyjmijmy, / (M| ) dla g )
dla = 1075,

PROBLEMY

Problem 1. Korzystajac z nastepujacego skryptu w R symukujacego proces gatazkowy
sprawdz symulacyjnie prawdziwo$¢ twierdzenia dotyczacego prawdopodobienstwa wymar-
cia w procesie gatgzkowym BGW.



# BGW.R

# Proces galazkowy

### Poissonowsji rozktad liczby potomkow
branch <- function(n,lam) ## Poisson

z <= c(1,rep(0,n))

for (i in 2:(n+1))

z[i] <- sum(rpois(z[i-1],lam))

return(z)

### Geometryczny rozkiad liczby potomkow
branch <- function(n,p)

z <= c(1,rep(0,n))

for (i in 2:(n+1))

z[i] <- sum(rgeom(z[i-11,p))

return(z)

### Przyklad

branch(10,1/4)

replicate(5, branch(10,1/4))

n <- 5000

simlist <- replicate(n, branch(10,1/4) [11])
sum(simlist==0)/n

branch(10,1/4)

curve ((1-sqrt (1-4*x*(1-x)))/(2%(1-x)),0,1/2,xlab="p",
ylab="Prawdopodobienstwo wymarcia")
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