Zadania i problemy do wyktadu Modelowanie stochastyczne
(ZESTAW NR 6)

Z ADANIA

Zadanie 1. Rozpatrzmy lancucha Markowa z rozkladem poczatkowym o = (0.2,0.3,0.5) i
macierza prawdopodobienstw przejscia w jednym kroku postaci:
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Wyznacz

(a) P(X7=3|Xs=2),

(a) P(Xg=2|X1=2,X5=1, X7 =3),
(a) P(Xo=3|X: =1)

(a) E(Xy)

Zadanie 2. (Model Wrighta-Fishera). Model Wrighta-Fishera opisuje model ewolucji w
czasie ustalonej populacji k genéw. Geny moga by¢ jednego z dwoch typdw, zwanych allelami,
A lub a. Niech X,, oznacza liczbe alleli A w n-tym pokoleniu. W modelu liczbe alleli A w
(n + 1)-pokoleniu uzyskuje sie przez losowanie ze zwracaniem genu z populacji genéw w n-tym
pokoleniu. Tak wiec, pod warunkiem istnienia ¢ alleli typu A w n-tym pokoleniu, liczba alleli
A w (n + 1)-szym pokoleniu ma rozklad dwumianowy z parametrami k i p = % Przy tych
zalozeniach zmienne losowe {X,,} tworza lancuch Markowa z macierza przejscia okreslong przez
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Zauwaz, ze Pyg = Py = 1. Wraz z kolejnymi generacjami sktad genetyczny populacji zbliza sie
do stanu w ktérym wszystkie allele sa typu a lub wszystkie allele sa typu A. Interesujace jest
pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze populacja ewoluuje do stanu na wszystkie osobniki
w populacji sa typu A?

Rozwazmy model Wright-Fisher z populacja k = 3 genéw. Jesli populacja poczatkowo ma jeden
allel A, znajdz prawdopodobienstwo, ze po trzech generacjach allelu A nie bedzie.

Zadanie 3. Dla dwustanowego lancucha Markowa {X,,, n > 0}, z macierza przejscia
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i rozktadem poczatkowym a = (a1, ag), wyznacz:
(a) macierz przej$cia w dwdch krokach,

(b) rozktad procesu w pierwszym kroku.



Zadanie 4. Rozwaz losowy spacer na 0, ..., k, ktéry porusza sie w lewo i prawo z odpowiednio
z prawdopodobienstwami p i 1 — p. Jesli spacer jest w 0, to w nastepnym kroku przechodzi do
1. Jesli natomiast spacer jest w k, to przechodzi do k — 1 w nastepnym kroku. Otrzymujemy w
ten sposéb spacer losowy z odbijajacymi barierami w 0 i k. Zalézmy, ze k = 3, p = 3/4 i rozklad
poczatkowy jest jednostajny na 0, ..., k.

(a) Podaj postaé¢ macierzy prawdopodobienstw przejscia w jednym kroku.
(b) Wyznacz P(X7=1|Xo =3, Xo =2, X4 =2).
(c) Wyznacz P(X3 =1, X5 = 3).

W razie potrzeby uzyj komputera, jesli to konieczne.

Zadanie 5. Ko$¢ czworoscianu ma cztery Sciany oznaczone odpowiednio 1, 2, 3 i 4. Rzucamy
ta koscia, w sposéb niezalezny. Oznaczmy przez Ry, Ry, ..., R, wyniki tych rzutéw.
Niech X,, = max{Ry,..., R,}, dla n > 0, beda wartos$cia maksymalna po (n + 1)-rzutach.

(a) Podaj intuicyjny argument, dlaczego (X,), jest lancuchem Markowa i wyznacz macierz
prawdopodobienstw przejéciowa.

(b) Wyznacz P(X3 > 3).

Zadanie 6. (X,,, n > 0) bedzie lancuchem Markowa z macierza przej$¢ P. Niech Y;, = X3, dla
n=20,1,2 . Wykaz, ze {Y,, n > 0} jest lancuchem Markowa i podaj posta¢ macierzy przejsé
dla tak zdefiniowanego tancucha.

Zadanie 7. Podaj macierz przej$cia tancucha Markowa opisanego przez skierowany graf wazony
przedstawiony na rysunku 1.
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Rysunek 1: Graf opisujacy tancuch Markowa.
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Zadanie 8. Rozwazmy tancuch Markowa z macierza przejécia
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Przedstaw postaé skierowanego grafu wazonego opisujacego przejscia dla tego tancucha Marko-
wa.

Zadanie 9. Zaczynasz od pieciu kosci. Rzué wszystkie kostki i od16z te kosci, na ktérych pojawia
sie szostki. Nastepnie rzué pozostatymi kosémi, odktadajac kosci, na ktoérych pojawia sie szostki,
i tak dalej. Niech X,, bedzie liczba kosci, ktére po n-rzutach dalty w wyniku széstkami.

(a) Opisz macierz prawdopodobienstw przejsé¢ P, dla tego tancucha Markowa.
(b) Znajdz prawdopodobienstwo zdobycia wszystkich szdstek po trzech rzutach.

(c) Jakiej postaci macierzy przejéé po 100 krokach P00 oczekujesz? Uzyj komputera, aby zwe-
ryfikowaé¢ swoja odpowiedz.

Zadanie 10. Dwie urny zawieraja po k kul. Poczatkowo kule w lewej urnie sg czerwone, a kule w
prawej urnie sa niebieskie. Na kazdym kroku wybierz losowo kule z kazdej urny i zamien je. Niech
X, bedzie liczba niebieskich kulek w lewej urnie. Zauwaz, ze Xo = 0 i X; = 1. Uzasadnij, ze
{X,, n > 0} jest tancuchem Markowa i wyznacz macierz prawdopodobienstw przejs¢. Model ten
nosi nazwe modelu Bernoulliego Laplace’a dyfuzji i zostal wprowadzony przez Daniela Bernoulli
w 1769 roku jako model przeptywu dwéch niescisliwych cieczy miedzy dwoma pojemnikami.

Zadanie 11. Zalézmy, ze (X,,), jest dwustanowym tancuchem Markowa na S = 0, 1 z macierza
przejsé postaci
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Obecny stan tancucha zalezy tylko od poprzedniego stanu. Mozna modelowaé proces dwuwy-
miarowy, ktorego stan obecny zalezy od jego stanu w dwodch kolejnych wezesniejszych chwilach.
Niech Z,, = (X,,—1,Xy), dlan > 1. Ciag {Z,, }n>1 jest ancuchem Markowa z przestrzenia stanéw
S x S8 =1{(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Podaj posta¢ macierzy przej$¢ tego nowego lancucha.

Zadanie 12. Zalézmy, ze P jest macierza stochastyczna o réwnych wierszach. Pokaz, ze dla
wszystkich n > 1, P" = P.

Zadanie 13. Niech {X,,, n > 0} beda tancuchem Markowa z macierza przej$é
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gdzie 0 < p < 1. Niech g bedzie funkcjg zdefiniowana przez

() = 0, jesliz=1,
IE=ZN 1, jedliz = 2,3,

Niech Y,, = g(X,,), dla n > 0. Pokaz, ze {Y,, n > 0} nie jest lancuchem Markowa.



Zadanie 14. Macierz stochastyczna jest nazywana podwdjnie stochastyczna, jesli jej kolumny
sumuja sie do 1. Niech (X,,) badZ taficuchem Markowa na {1,...,k} z podwdjnie stochastyczna
macierza przej$é i jednostajnym rozkladem poczatkowym na {1, ..., k}. Pokaz, ze dla wszystkich
n > 0 rozklad stanu tancucha w chwili n, X,, jest rozkladem jednostajnym na na {1,...,k}.

PROBLEMY

Problem 1(Losowy spacer po grafie). Graf jest zbiorem wierzcholkéw i zbiorem krawedzi.
Dwa wierzcholtki sa sasiadami, jesli taczy je krawedz. Stopien wierzcholek jest liczba sasiadéw
jego sasiad6éw. Stopien wierzcholtka x oznaczamy przez deg(x). Dla grafu z rysunku 2, deg(a) = 1,

Rysunek 2: Graf G.

deg(b) = deg(c) = deg(d) = 4, deg(e) = 3, a deg(f) = 2.

Wyobraz sobie wierzcholki jako platki wodnych lilii na stawie. Zaba siedzi na jednej lilii. W
kazdej jednostce czasu, zaba przeskakuje do sasiedniej lilii wybranej losowo. Na przyklad, jesli
zaba znajduje sie na lilii ¢, moze przeskoczy¢ na b, d, e lub f z prawdopodobienistwem 1/4 na
kazda z nich. Jedli zaba jest na f, przeskakuje na ¢ lub d z prawdopodobienstwem 1/2 na kazda
z nich. Jesli zaba jest na a, zawsze skacze na b. Niech X,, bedzie lokalizacja zaby po ntym
przeskoku. Ciagg zmiennych losowych Xy, X7, ... tworzy tancuch Markowa. Biorac pod uwage
graf G, taki proces nazywany jest prostym bladzeniem losowym na grafie G. Dla wierzchotkow ¢
oraz j napis ¢ ~ j, oznacza, ze ¢ oraz j sa sasiadami. Prawdopodobienstwo przejécia w jednym

kroku jest réwne
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Wykonaj symulacje 50 krokéw prostego bladzenia losowego na grafie z rysunku 2. Powtorz
symulacja 10 razy. Ile symulacji konczy sie na wierzchotku ¢? Poréwnaj otrzymany wynik z
dokladnym prawdopodobienstwem granicznym odwiedzenia c przez bladzenie.

Problem 2. Zobacz na ruinagracza.R. Wysymuluj proces ruiny gracza dla gracza z poczat-
kowym kapitatem 2z, grajacego w uczciwa gre.

(a) Oszacuj prawdopodobienstwo, ze gracz bedzie zrujnowany, zanim wygra 5z}.

(b) Skonstruuj macierz przejscia dla zwiazanego z modelem ruiny gracza tancuchem Marko-
wa. Oszacuj pozadane prawdopodobiefistwo z punku (a) przez obliczenie wysokiej potegi
macierzy prawdopodobienstw przejscia.

(c¢) Poréwnaj swoje wyniki z dokladnym prawdopodobienstwem.
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