Zadania i problemy do wyktadu Modelowanie stochastyczne
(ZESTAW NR 7)

Z ADANIA

Zadanie 1. Wykaz, ze jesli dla tancucha Markowa{X,, },>0 rozkltad Xy i prawdopodobienstwa
przejsé p(i, j) sa zadane to tancuch Markowa jest calkowicie zadany. Bardziej precyzyjnie, udo-
wodnij,ze dla dowolnego n > 0 i dowolnych stanéw ig, i1, ..., i, zachodzi rownosé

P (Xo = io, X1 = ’il, ceny Xn = ’Ln) = P(Xo = io)p(io,’il)p(il,iz)...p(infl,’in).

Zadanie 2. Udowodnij, ze relacja "nalezenia do tej samej klasy zamkniete” jest relacja réwno-
waznosci na zbiorze stanéw lancucha Markowa.

Zadanie 3. Rozpatrzmy lancuch Markowa z przestrzenia stanéw {1, 2, 3, 4, 5, 6} 1 macierza
przejs¢ postaci
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Wyznacz wszystkie klsy zamkniete i okresl czy sa chwilowe czy powracajace.

Zadanie 4. Rozpatrzmy tancuch Markowa z przestrzenia stanéw {1, 2, 3, 4} i macierza przej$é
postaci
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Wyznacz rozklad stacionarny dla tego tancucha.

Zadanie 5. Rozpatrzmy tancuch Markowa z macierzg prawdopodobienistw przejsé¢ postaci

1—a a 0
0 1-b b ,
c 0 1—-c

gdzie 0 < a, b, ¢ < 1. Wyznacz rozklad stacionarny dla tego tancucha.



Zadanie 6. Rozpatrzmy r kule ponumerowanych liczbami od 1 do r. Pewna cze$¢ tych kul
znajduje sie w urnie numer 1, a pozostale w urnie numer 2. W kazdym kroku wybieramy w
sposob losowy jeden z numeréw i kule o tym numerze przenosimy z urny, w ktorej sie znajduje
do drugiej urny. Niech X,, bedzie liczba kul znajdujacych si¢ w urnie numer 1 po n krokach.
Uzasadnij, ze proces { Xy, }n>0 jest lancuchem Markowa i wyznacz prawdopodobienstwa przej$é w
jednym kroku. Pokaz, ze tak zdefiniowany tancuch Markowa jest nieredukowalny i powracajacy.

Zadanie 7. Rozpatrzmy tancuch Markowa z macierza przejé¢ postaci
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Pokaz, ze dla kazdego 7 oraz j prawdopodobienstwo przejscia w n krokach ze stanu ¢ do stanu
Js pn(i,7), jest zbiezne gdy n jest zbiezne do nieskonczonosci.

Zadanie 8. Niech X, bedzie suma licby oczek wyrzuconych w n rzutach symetryczna kostka

do gry. Niech Y,, bedzie reszta z dzielenia X,, przez 5.

(a) Wyznacz macierz prawdopodobienstw przej$é, w jednym kroku, dla tancucha Markowa
{Yu}iZo-

(b) Wyznacz warto$é granicy:  lim, o P (X, jest podzielne przez 5) .

Zadanie 9. Macierz prawdopodobienstw przejs¢ P = [p; ;] nazywamy podwdjnie stochastycznag
jesli
Z Dij = 1 oraz Z Dij = 1.
i J

Zakltadajac, ze przestrzen standw jest skoniczona wyznacz rozklad stacjonarny dla tancucha Mar-
kowa z podwdjnie stochastyczna macierza prawdopodobienstw przejscé.

Zadanie 10. Zakladamy, ze lancuch Markowa {X,,}7°, jest nieredukowalny, nieokresowy i
dodatnio rekurencyjny. Wykaz, ze dla kazdego stanu j
Z 1 (i, ) 1
v _— P\ = ey
~ E(Fi|Xo = 1) E(Fj|Xo = j)
gdzie F}, oznacza moment pierwszej wizyty w stanie k.

Zadanie 11. Rozpatrzmy tancuch Markowa z macierza przejs¢ postaci
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(a) Wykaz, ze lancuch ten nie ma rozkladu odwracalnego.

(b) Czy istnieje rozktad stacionarny?



Zadanie 12. Niech p € (0, 1). Rozpatrzmy N punktéw na okregu oraz bladzenie losowe ktére
w jednym kroku przemieszcza sie z prawdopodobienstwem p do sasiedniego punktu zgodnie z
ruchem wskazowek zegara oraz z prwadopodobienstwem 1 — p w przeciwng strone.

(a) Wykaz, ze dla kazdego p € (0, 1) tancuch ten nie ma jedyny ozkladu stacionarny.
(b) Podaj posta¢ rozkladu stacionarnego.

(c) Wykaz, ze laficuch ten ma rozklad odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy p = .

Zadanie 13. Zal6ézmy, ze mamy N réznych szczpéw bakterii. Mutacja pojawia si¢ w kazdej gene-
racji i zmienia jeden ze szczpéw w inny z prawdopodobienstwem a > 0. Proces ten mozna opisac
jako skonczony tancuch Markowa z N elementowsg przestrzenia stanéw i prawdopodobienstwami
przejs¢ postaci

a . .
pii=1—a oraz p; = m,z;&].
Zakladamy, ze poczatkowo wystepije jedynie szczep typu .

(a) Wyznacz prawdopodobienstwo, ze w n-tej generacji szczep jest typu i, czyli prawdopodo-
bienstwo pl(ln ),

(b) Wynacz rozklad stacionarny.

Zadanie 14. Prosty model mutacji punktowej DNA zaproponowany przez Jukes i Cantora opisa-
ny jest przez tancuch arkowa z przestrzenia stanéw (A, G, C, T') i macierza prawdopodobiefistw
przejsé postaci

1—3a a a a
a 1—3a a a
a a 1—-3a a
a a a 1—3a

Prawdopodobienstwo, ze jeden nukleotyd zostanie zastgpiony, w drodze mutacji, innym jest
rowne

pij=PXnp1=jlXn=1)=0a0<a<1/3 dlaij=AGCTorazi# j.

(a) Uzasadnij, ze

1
P =7+

1+ —4a)"

>~ w

(b) Wynacz rozklad stacionarny.
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