Zadania i problemy do wykladu Modelowanie stochastyczne
(ZESTAW NR 8)

Z ADANIA

Zadanie 1. Lancuch Markowa ma n stanéw. Jedli tancuch jest w stanie k, to rzucamy
niesymetryczng moneta dla ktérej prawdopodobienstwo wyrzucenia orta jest rowne p.
Jesli wyrzucimy orta to tancuch pozostaje w stanie k. Jesli natomiast wyrzucimy reszke
to tancuch przechodzi do innego, losowo wybranego stanu. Podaj posta¢ macierzy przejs¢
dla tak zdefiniowanego tancucha oraz wyznacz rozktad stacjonarny.

Zadanie 2. Rozpatrzmy tancuch Markowa z macierza prawdopodobienstw przej$é¢ posta-
ci:

o, gdy j=1,

0, w pozostalych przypadkach.

(a) Czy tancuch Markowa ma jedyny rozktad stacjonarny? Jesli tak,to wyznacz jego
postac.

(b) Sklasyfikuj stany tego taricucha.

(c) Odpowiedz na pytanie z punktu (a) gdy w macierzy P zamienimy wiersze. Czyli
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71 gdyj=1,

0, w pozostatych przypadkach.

Zadanie 3. Rozpatrzmy dwie macierze przejs¢ postaci
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Rozpatrzmy tancuch Markowa na czterech stanach z macierza przej$¢ dang przez macierz
blokowa
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(a) Czy tancuch ma jedyny rozktad stacjonarny? Jesli tak, pokaz dystrybucje. Jesli
nie, wyjasnij dlaczego. (b) Czy istnieje granica lim,, .., P"? Jedli tak, to podaj postaé tej



granicy. (c¢) Czy tak zdefiniowany tanicuch Markowa ma rozktad graniczny? Jesli tak, to
podaj jego postac.

Zadanie 4. Zatézmy, ze p = (p1, ..., pr) jest rozktadem prawdopodobienstwa. Niech P
bedzie kk macierza prawdopodobienstw przejsciows okreslong przez

p; gdyi=1,...k—1,

Opisz wszystkie rozktady stacjonarne dla P.

Zadanie 5. Lancuch Markowa ma macierz przejSciowa P i rozklad graniczny m. Zakta-
damy, ze 7 jest rozktadem poczatkowym tancucha. Oznacza to, ze tancuch jest w stanie
stacjonarnym. Wyznacz posta¢ nastepujacych granic:

(a) lim,_ oo P(X,, = j| X,y = i),

(€) limy oo P(Xnsr = k, X, = j| X0 = i),

(d) lim,_.o. P(Xo = j|X, = 9).

Zadanie 6. Na szachownicy jeden losowo ustawiony skoczek wykonuje proste spacer
losowy. Z kazdego pola, skoczek wybiera sposrdéd swoich dozwolonych ruchow z réwnym
prawdopodobienstwem. Jesli skoczek zaczyna z pola w rogu, jak dlugo to potrwa zanim
wroci¢ do tego rogu?

Zadanie 7. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, znajdz oczekiwany czas powrotu z
naroznego pola dla nastepujacych figur szachowych: (i) hetman, (ii) wieza, (iii) krél, (iv)
goniec. Uporzadkuj figury wedtug oczekiwanego czasu powrotu.

Zadanie 8. Rozpatrzmy dwustanowy tancuch Markowa z macierzg przejéc

p_(l-p »p ,
q l—gq
gdzie p i q nie sa jednoczesnie réwne 0. Niech T bedzie czasem pierwszego powrotu do
stanu 1, dla tancucha startujacego z 1.

(a) Pokaz, ze P(T > n)=p(l —q)" 2% dlan > 2.

(b) Wyznacz E(T) i sprawdz, czy E(T) = 1/m, gdzie 7 jest rozkladem stacjonarnym
tanicucha.
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