Zadania i problemy do wyktadu Procesy Markowa
(ZESTAW NR 5)

Z ADANIA

Zadanie 1. Zbada¢ nieredukowalnosé nastepujacych JEM: (a) procesu btadzenia losowe-
go, (b) procesu zapaséw, (c) procesu urodzin i $mierci, (d) procesu Galtona-Watsona.

Zadanie 2. Niech X, .1 = (X,, — 1)1 + Z,41, n > 1, gdzie {Z,} jest ciagiem iid, przyj-
mujacym wartosci calkowite nieujemne. Pokazazaé, ze JLM {X,} jest nieredukowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy P(Z; =0) > 01 P(Z; > 2) > 0. Ponadto, wykorzystujac prawo
wielkich liczb, pokazaé, ze jezeli EZ, > 1, to stan 0 jest rekurencyjny, a jezeli EZ; < 1
to stan 0 jest tranzytywny.

Zadanie 3. Pokaza¢, ze JLM w modelu wieku elementu (model wymiany maszyn) jest
nieredukowalny. Ponadto jest on okresowy o okresie d wtedy i tylko wtedy, gdy rozkt.ad
zmiennej losowej Y jest okresowy o okresie d, tzn.

d=NWD{n>1:P(Y, =n)>)}

Zadanie 4. Niech P bedzie nieredukowalng macierza prawdopodobienstw przejs¢ na skon-
czonej przestrzeni stanow J. Pokazaé, ze koniecznym i dostatecznym warunkiem aby P
byt.a nieokresowa jest istnienie naturalnej liczby m, takiej ze wszystkie wyrazy macierzy
P™ sa dodatnie.

Zadanie 5. Pokazaé, ze jezeli macierz prawdopodobienstw przejs¢ P jest nieredukowalna
oraz p;; > 0 dla pewnego stanu ¢, to P jest nicokresowa.

Zadanie 6. Niech P bedzie nieredukowalng macierzg prawdopodobienstw przejs¢ na prze-
liczalnej przestrzeni stanéw J, a d niech bedzie jej okresem. Pokazaé, ze obciecie P4 do
dowolnej klasy cyklicznej jest nieokresowa macierza prawdopodobienstw przejsc.

Zadanie 7. W skonczonym JEL.M stan j jest stanem chwilowym wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki stan k, ze k moze by¢ osiaggniety ze stanu j, ale nie odwrotnie.

Zadanie 8. Pierwsza kolumna macierzy stochastycznej P ma postac¢ (qo, g1, - - - ), a Diiy1 =
1—¢qg;dlat=0,1,2.... Zbada¢ nieredukowalnos¢ tej macierzy. Udowodni¢, ze wszystkie
stany JL.M z ta macierza prawdopodobienstw przej$¢ sa chwilowe wtedy i tylko wtedy,
gdy 32, q; < oo. Kiedy sa one stanami zerowo rekurencyjnymi?

Zadanie 9. Pierwszy wiersz macierzy stochastycznej P ma postaé (py,pa,...). W pozo-
stabiych przypadkach p; ;1 = 1. Zbada¢ nieredukowalnosc¢ i rekurencyjnos¢ tej macierzy.

Zadanie 10. Pokazaé, ze jezeli ilos¢ stanéw JELM jest rowna m < oo oraz jezeli stan ¢
jest osiggalny ze stanu j, to mozna go osiggnac¢ po co najwyzej m krokach.



Zadanie 11. Zbada¢ nieredukowalnos¢ i rekurencyjnosé¢ btadzenia losowego na:

(a) liczbach cabkowitych z prawdopodobienstwami p i ¢ = 1 — p, przejscia w prawo i
odpowiednio w lewo,

(b) Z? , gdzie Z zbiér liczb cab.kowitych i prawdopodobienistwa przejécia do najblizszych
sagsiadow sa takie same,

(c) Z3 , gdzie Z zbiér liczb catkowitych i prawdopodobienstwa przej$cia do najblizszych
sasiadow sg takie same.

Zadanie 12. Niech P bedzie nieredukowalng macierzg prawdopodobienstw przej$é¢ na
przeliczalnej przestrzeni stanéw J, a d niech bedzie jej okresem. Pokazaé, ze obciecie P?
do dowolnej klasy cyklicznej jest nieokresowa macierzg prawdopodobienstw przejsc.

Zadanie 13. Niech JLM zawiera a stanow i niech stan j bedzie rekurencyjny. Wtedy
istnieje liczba ¢ < 1, taka ze dla n > a prawdopodobienstwo, ze czas powrotu do stanu j
przekroczy n jest mniejsze niz ¢".



