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Rozktad zmiennej losowe]

Definicja.

Dystrybuantg rozktadu zmiennej losowej X nazywamy funkcje
Fx(x) zdefiniowana dla wszystkich x jako
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Rozktad zmiennej losowe]

Rzucamy monetg az do momentu wyrzucenia orta. Niech p bedzie
prawdopodobienstwem wyrzucenia orfa w jednym rzucie. Niech X
bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe rzutéw do momentu
wyrzucenia orta.
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Rozktad zmiennej losowe]

Przyktad.

Rzucamy monetg az do momentu wyrzucenia orta. Niech p bedzie
prawdopodobiefnstwem wyrzucenia orta w jednym rzucie. Niech X
bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe rzutéw do momentu
wyrzucenia orta.

Wtedy
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Rozktad zmiennej losowe]

Przyktad.

Rzucamy monetg az do momentu wyrzucenia orta. Niech p bedzie
prawdopodobienstwem wyrzucenia orta w jednym rzucie. Niech X
bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe rzutéw do momentu
wyrzucenia orta.

Wtedy
P(X=x)=(1-p)'p,

Poniewaz zaktadamy, ze rzuty s3 niezalezne, a aby orzet pojawit sie
W rzucie o numerze x musimy najpierw wyrzuci¢ x — 1 razy reszki.
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Przyktad cd.

Dla dowolnej liczby naturalnej x,

X X

P(X < x) = Z P(X =i)= ' (1—p)~tp.
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Przyktad cd.

Dla dowolnej liczby naturalnej x,
PX<x)=)_ PX=i)=> (1-p)'p
i=1 i=1
n

1 _ n

qkfl _ q . t#1
l1-gqg

k=1
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Przyktad cd.

Dla dowolnej liczby naturalnej x,

PX<x)=)_ PX=i)=> (1-p)'p
i=1 i=1
n _n
. Y
l1-gqg
k=1

Fx(x) = P(X <x)

1—(1—1t)
0@

= 1-(1-1t)%, x=1,2...
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Rozktad zmiennej losowe]

Twierdzenie.

Nastepujace warunki s réwnowazne
@ Zmienne losowe X i Y majg ten sam rozktad.

e dla kazdego x, zachodzi réwno$¢ Fx(x) = Fy(x).
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Funkcja gestosci

Definicja.

Funkcja gestosci rozktadu dyskretnej zmiennej losowej X
nazywamy funkcje fx(x) zdefiniowana dla wszystkich x jako
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Funkcja gestosci

Definicja.

Funkcja gestosci rozktadu dyskretnej zmiennej losowej X
nazywamy funkcje fx(x) zdefiniowana dla wszystkich x jako

Przyktad

Dla zmiennej losowej o rozktadzie geometrycznym funkcja gestosci
ma postaé

(1—p)~lp, dla x=1,2,..

0, dla pozostatych x.
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Funkcja gestosci

Definicja.

Funkcja gestosci rozktadu ciagtej zmiennej losowej X nazywamy
funkcje fx(x), dla ktérej dla wszystkich x

Fx(X) = /X fx(t) dt.

— 00
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Funkcja gestosci

Funkcja gestosci rozktadu ciagtej zmiennej losowej X nazywamy
funkcje fx(x), dla ktérej dla wszystkich x

Fx(X) = /X fx(t) dt.

—00

9 () = fx(x)
dX X — IX .
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Funkcja gestosci

Przyktad

Dla zmiennej losowej o rozktadzie logistycznym

1

Fx(x) = Trex

funkcja gestos$ci ma postac

e*X

d
fx(x) = = Fx(x) = m.
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Transformacje zmiennych losowych

Twierdzenie.

Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie z gestoscig fx(x) oraz
niech Y = g(X), gdzie g jest funkcja Scisle monotoniczna.
Zatézmy, ze fx(x) jest funkcja ciagha oraz, ze g~ *(y) jest funkcja z
ciagta pochodna. Wtedy gestos¢ rozktadu zmiennej losowej Y jest
postaci

a
dy

frly) = fx(e=1()) \ g-l(y)\ |
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Transformacje zmiennych losowych

Dla ciagtej zmiennej losowej X o dystrybuancie Fx(x) wyznaczmy
rozktad zmiennej losowej Y = X?.
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Transformacje zmiennych losowych

Przyktad.

Dla ciagtej zmiennej losowej X o dystrybuancie Fx(x) wyznaczmy
rozktad zmiennej losowej Y = X?.

Fy(y)=P(Y <y)=P(X*<y)=P(—/y < X <)
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Transformacje zmiennych losowych

Przyktad.

Dla ciagtej zmiennej losowej X o dystrybuancie Fx(x) wyznaczmy
rozktad zmiennej losowej Y = X?.

Poniewaz zmienna losowa ma ciagty rozktad

Fy(y) = P(=Vy <X <WVy)

= P(X<Vy)— P(X < —Vy) = Fx(Vy) = Fx(=vY)- |
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Przyktad cd.

Gestos¢ rozktadu zmiennej losowej Y otrzymamy rézniczkujac jej
dystrybuante
Fy(y) = Fx(vy) = Fx(=V¥)

d

fy(y) = dfyFy(y)

- jv[Fx(m—Fx(—m]

1 1

2\7&(\0) + ﬁfx(_\fy)-
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Przyktad cd.

Gestos¢ rozktadu zmiennej losowej Y otrzymamy rézniczkujac jej
dystrybuante

Fy(y) = Fx(Vy) = Fx(=v)

d

fr(y) = dfyFy()

- CZ/[FX(W)—FX(—W)]

= St

Funkcja gestosci ma postaé

fr(y) = f[fx(f)Jrfx( V)l
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Wartos¢ oczekiwana

Definicja.
Warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X, oznaczong przez EX, i
gdy X jest dyskretna zmienna losowa definiujemy jako

EX:ZXP(X:X):ZXfx(X),

X

natomiast gdy X jest ciagta zmienna losowa definiujemy jako

EX = / x fx(x) dx.
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Wartos¢ oczekiwana

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym z
gestoscia rozktadu

fx(x) = Te X, 0<x<o0o, A>0.
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Przyktad cd.

Wartos¢ oczekiwana EX dla zmiennej losowej o rozktadzie
wyktadniczym jest réwna
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Przyktad cd.

Wartos¢ oczekiwana EX dla zmiennej losowej o rozktadzie
wyktadniczym jest réwna

= © 1
EX :/ xfx(x) = / x—e X dx
o 0o A

(catkujac przez czesci)
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WHtasnosci wartosci oczekiwanej

Dla funkgcji g(x), dla ktérej istnieje Eg(X)

Eg(X) =) g(DP(X =1) =2 g(i)fx(i),

i i

gdy X jest dyskretna zmienna losowa

re(x) = | O]

— 00

gdy X jest ciggta zmienng losowa.
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WHtasnosci wartosci oczekiwanej

Twierdzenie.
Niech X bedzie zmienna losowa natomiast a, b i ¢ statymi. Wtedy
dla dowolnych funkcji g(x) i f(x), dla ktérych istnieja wartosci
oczekiwane
E(ag(X)+ bf(X)+c)=aEg(X)+ bEf(X)+c.
Jedli dla wszystkich x, g(x) > 0 to Eg(X) > 0.
Jesli dla wszystkich x, a < g(X) < b to
a< Eg(X)<h.
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Momenty

Momentem rzedu n rozktadu zmiennej losowej X nazywamy

w, = EX".

Momentem centralnym rzedu n zmiennej losowej X nazywamy

fin = E(X — EX)".
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Wariancja

Definicja.

Moment centralny rzedu 2 rozktadu zmiennej losowej X nazywamy
wariancja
Var X = E(X — EX)?,

lub co jest rownowazne

Var X = EX? — [EX]?.
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Wariancja

Twierdzenie.
Jesli zmienna losowa X ma skonczong wariancje to dla dowolnych

statych ai b,
Var(aX + b) = a° Var X.

Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne i maja skonczone
wariancje to

Var(X+Y) = Var X + Var Y.
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WWEEIIE!

Twierdzenie.

Jesli zmienna losowa X ma skonczong wariancje to dla dowolnych
statych ai b,
Var(aX + b) = a° Var X.

Jesli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne i maja skonczone
wariancje to

Var(X+Y) = Var X + Var Y.

Var(aX +bY +¢)=a® Var X + b> Var Y. J
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