Wyktad 12

1 Estymacja przedzialowa.

DEFINICJA. Estymatorem przedziatowym parametru rzeczywistego 6 nazy-
wamy pare funkcji L(xz1, xa, ..., x,) 1 U(x1, Xa, ..., Ty) proby i, xa, ..., x, spel-
niajgcq dla wszystkich x = (x1, xo, ..., ,) nieréwnosé

L(z) < U(z).

Dla z, realizacji préby losowej (X1, ..., X,,), oszacowanie przedzialowe para-
metru 6 moéwi, ze

L(z) <8< U(x).

Przedzial losowy [L(X), U(X)] nazywamy estymatorem przedzialowym pa-
rametru 6.

PRZYKLAD. Dla proby losowej (X, ..., X4) z rozktadu N(u, 1) przedziat
[X — 1, X + 1] jest estymatorem przedzialowym parametru p.

PRZYKLAD CD. Gdy estymujemy parametr p przy pomocy Srednie]
probkowej X to

P(X=p)=0
Dla estymatrora przedzialowego [X — 1, X + 1] mamy natomiast

Plpe[X-1,X+1]) = P(X-1<p<X+1) (1)
= P(-1<p-X<1) (2)
= P(-1<X-p<1) (3)

X —
— P|-2< 1“<2) (4)

4
= P(-2<Z<2)=0,9544... (5)

Skorzystalismy z faktu, ze 1 — X ma taki sam rozktad jak p — X oraz, ze
zmienna losowa _
gz

1
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jest zmienng losowa o standardowym rozktadzie normalnym N (0, 1).

Mamy wiec 95% szans, ze nasz przedzial pokryje nieznang warto$é parametru
6.

DEFINICJA. Dla estymatora przedziatowego [L(X), U(X)] parametru 0,
prawdopodobienstwem pokrycia nazywamy

P(0 € [L(X), U(X))]).

DEFINICJA. Dla estymatora przedziatowego [L(X), U(X)] parametru 6,
poziomem ufnosci nazywamy

inf Py (0 € [L(X), U(X))).

Zwykle gdy poziom ufnosci jest rowny ustalonej wartosci 1 — o to mowimy
o przedziale ufnosci na poziomie 1 — a.

1.1 Przedzial ufnosci dla wartosci sredniej w rozkla-
dzie normalnym.

Niech (X1, ..., X,,) bedzie proba losowa z rozkltadu N(u,0?) o znanej war-
toéci parametru o?. Wyznaczymy przedziatl ufnoéci dla nieznanej wartosci
parametru p.

Srednia w prébie

X =

S|=

> Xi
i=1
ma rozktad normalny N (,u, %) Stad zmienna losowa
X —p
vn

ma standardowy rozktad normalny N(0,1). Teraz z latwoscia mozemy wy-
znaczy¢ przedzial ufnodci na poziomie 1 — «, gdzie «a jest zadang liczbg z
przedziatu (0,1). W tym celu korzystamy z kwantyli standardowego rozkta-
du normalnego N(0, 1):

e za — kwantyl rzedu 3,

® zj—o — kwantyl rzedu 1 — 3.
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Rysunek 1: Kwantyle rozktadu normalnego.

Dla zmiennej losowej Z, o standardowym rozktadzie normalnym
P(z%<Z<z1_%>:1—0z. (6)

Ze wzgledu na symetrie gestosci standardowego rozktadu normalnego mamy
rownosé
Zoe = —Z21_a
2 2

w konsekwencji czego réwnanie (6) przyjmuje postaé

N

P (—21,% Z < 21,%) =1-—a.

Stad otrzymujemy

X —
P (—213 < K < 213) =1—-aq,

S

i dalej

=

_ o — ag
P<X_Zlg\/ﬁ< <X—|—Zlg\/ﬁ>:1—&.
Przedzial ufnosci, na poziomie ufnosci 1 — «, dla éredniej u, gdy znana jest
wariancja o2, ma postaé
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Rysunek 2: Pieédziesiat 90% przedzialéw ufnosci dla p = 0.



UWAGA. Przedzialy jednostronne
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1.2 Przedzial ufnosci dla wartosci sredniej w rozkta-
dzie normalnym o nieznanej wariancji.

W celu konstrukeji przedziatu ufnosci skorzystamy ze statystyki

X —
T — "

i )

/n

gdzie S jest estymatorem wariancji. Statystyka 7' ma rozktad t—Studenta z
n — 1 stopniami swobody.
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Rysunek 3: Krzywa punktowa to wykres gestosci standardowego rozkladu nor-
malnego. Pozostale krzywe to wykresy gestosci rozktadow t-Studenta odpowiednio
z 1, 2 1 5 stopniami swobody. Wraz ze wzrostem stopni swobody krzywe coraz
lepiej przyblizaja krzywa normalng.

Przedial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — o ma postac

_ S - S
X —tie poy—, X +t—2 poy—=| »
(1 2 1) \/ﬁ (1 PR 1) \/ﬁ
gdzie t(1_g ,-1) oznacza kwantyl rzedu 1 — ¢, rozkladu t—Studenta z n — 1
stopniami swobody.



