Wyktad 13

1 Estymacja przedzialowa.

DEFININICJA. Estymatorem przedziatowym parametru rzeczywistego 0
nazywamy pare funkcji L(xy, o, ..., xy) @ U(xy, Ta, ..., xy) proby a1, o, ..., Ty
spetniajgcq dla wszystkich © = (xq, xa, ..., T,) nierdwnosé

L(z) < U(z).

Dla z, realizacji préby losowej (X1, ..., X,,), oszacowanie przedzialowe para-
metru 6 méwi, ze

L(z) <8< U(x).

Przedzial losowy [L(X), U(X)] nazywamy estymatorem przedzialowym pa-
rametru 6.

1.1 Przedzial ufnosci dla wariancji

Estymatorem punktowym dla wariancji jest wariancja probkowa
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zgodny, nieobcigzony estymator parametru o® w rozktadzie normalnym.

Gdy X, Xs, ..., X,, tworzg probe prosta ze standardowego rozktadu normal-
nego N(0, 1) to

n
> X7
i=1
ma rozktad x? z n stopniami swobody.

Stad dla proby losowej (X1, Xo, ..., X,), z rozktadu normalnego N(u,c?),
unormowana zmienna losowa
i (Xi - N>2

i=1 o

ma rozktad x? z n stopniami swobody.



W przypadku gdy nie znamy parametréw p i o2 rozpatrujemy statystyke
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Zmienna ta ma rozktad y? z n — 1 stopniami swobody.

Gdy ustalimy liczbe «, to oznaczajac przez xa,m-1 1 X1-g;,—1 odpowiednio

kwantyle rzedu 5 11— 5, czyli gdy

otrzymujemy
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Przeksztatcajac otrzymujemy
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7 réwnosci tej wynika, ze

stanowi przedzial ufnosci dla wariancji na poziomie ufnosci 1 — a.

Dla odchylenia standardowego o, przedziat ufnosci ma postaé
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1.2 Przedzial ufnosci dla p

Dla zmiennej losowej X o rozktadzie Bernoulliego b(z;n,p) zmienna losowa

X —np ’ (1)

np(1 —p)

ma asymptotyczny rozkltad normalny N (0, 1).

Dzielac we wzorze (1) licznik i mianownik przez n otrzymujemy
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jest takie samo jak zdarzenie

lub jak zdarzenie



W celu konstrukeji przedziatu ufnosci dla p mozemy nieréwnosé (3) zapisaé
w postaci

LX) <p<UX).

Zamiast to zrobi¢ dla przypadku ogdélnego zrobmy to dla konkretnych danych.

PRZYKLAD. Przepytano 125 gtosujacych i okazato sie, ze 78 z nich po-
parto kandydata X. Jaki jest przedzial ufnosci na poziomie 95% dla proporcji
glosujacych popierajacych kandydata X w catej populacji?

Realizacja zmiennej losowej X o rozktadzie Bernouliego b(x; p, 125) jest x =
78. Poniewaz

Z% = 20,025 = ]., 96

wie¢ nierowno$¢ 3 przyjmuje postac

78 2 196
oY B o) <o
(125 p) 195 P(1=P) <0,

co po przeksztatcenich daje nam

1,0307p* — 1,2787p + 0, 3894 < 0. (4)

Pierwiatkami rownaia kwadratowego (4) sa

—(—1,2787) £ ,/(—1,2787) — 4 x 1,0307 x 0,384
2 x 1,0307

P12 =
= 0,6203 +0,0835
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Rysunek 1: Parabola 1,0307p% — 1,2787p + 0, 3894 i wyznaczony przy jej pomocy
przedzial ufnosci.

Stad [ = 0,54 i w = 0,70 i otrzymujemy przedziat ufnoéci dla p na poziomie
95%

[0,54, 0, 70].

1.3 Przedzial ufnosci dla proporcji

Przy konstrukcji przedziatu ufnosci dla prawdopodobienstwa sukcesu w roz-
ktadzie 0-1

ma rozklad asymptotyczny N(0,1).



TWIERDZENIE. Dia proby prostej Xy, Xo, ..., X,, z rozkladu o Sredniej p
i skoriczonej wariancji 0 < 02 < oo zachodzi zbieznosé

n—oo

lim P (X —H e [a,b]) — P(N(o,1) € [a,b])
n

= ®(b) — @(a),

gdzie

1 T 22
O(z) = Nor [m e 7 dx.

Inaczej méwiac zmienna losowa X ma rozktad asymptotyczny N (,u, %)

W przypadku zmiennych losowych o rozktadzie 0-1

_ _ 1—
EX =p, Var(X)= pi( - p)’

i twierdzenie ma postac

TWIERDZENIE. Dla proby prostej X1, Xs, ..., X,, 2z rozktadu 0-1 zachodzi
zbieznosé

gdzie

UWAGA. Z oszacowanie mozemy skorzysta¢ gdy n > 30 oraz np > 5 i

n(l—p) > 5 lub gdy p jest nieznane nX > 5 in(l — X) > b.



Teraz mozemy skonstruowaé przedziat ufnosci dla parametru p.

Stad

_ [ X(1-X _ IX(1-X
P(X—zl_a g<p<X+zl_g H)ml—a.
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Przedzial ufnosci dla proporcji p na poziomie ufnosci (1 — o) ma postaé

[X —Zlg\lX(ln_X), X+Z1g\/X(1n_X) .



