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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Niech Xi, X3, ..., X;, bedzie préba losowa z rozktadu o gestosci
f(x|61,...,0x) gdzie 01, ...,0x oznaczaja parametry rozktadu.
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Niech Xi, X3, ..., X;, bedzie préba losowa z rozktadu o gestosci
f(x|61,...,0x) gdzie 01, ...,0x oznaczaja parametry rozktadu.

Rozktad taczny proby, czyli rozktad taczny wektora losowego
(X1, X2, ..., Xp) jest postaci

f(Xl ‘ 01, ...,Hk) X ... X f(x,,]@l, --~79k)7
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Niech Xi, X3, ..., X;, bedzie préba losowa z rozktadu o gestosci
f(x|61,...,0x) gdzie 01, ...,0x oznaczaja parametry rozktadu.

Rozktad taczny proby, czyli rozktad taczny wektora losowego
(X1, X2, ..., Xp) jest postaci

f(Xl ‘ 01, ...,Hk) X ... X f(x,,]@l, --~79k)7

co mozemy zapisac jako
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Funkcja wiarogodnosci

Funkcja wiarogodnosci

L(O|x) = L(61,....0k]|x1,..,%n)

= JIfGxil6n,....00).
i=1
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Estymator MLE

Definicja.

Dla kazdej realizacji x = (xi, ..., x) proby losowej niech d(x)
bedzie wartoscig parametru 6, dla ktérej funkcja L(6|x) osiaga
swoje maksimum jako funkcja 8 z ustalonym x.

Estymatorem najwickszej wiarogodnosci parametru 6 opartym na
prébie (X1, ..., X,) jest 0(Xq, ..., Xp).
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Estymator MLE

Definicja.

Dla kazdej realizacji x = (xi, ..., x) proby losowej niech d(x)
bedzie wartoscig parametru 6, dla ktérej funkcja L(6|x) osiaga
swoje maksimum jako funkcja 8 z ustalonym x.

Estymatorem najwickszej wiarogodnosci parametru 6 opartym na
prébie (X1, ..., X,) jest 0(Xq, ..., Xp).

Czasami estymator wyznaczony metoda najwiekszej wiarogodnosci
nazywa sie w skrocie estymatorem MLE od angielskiego terminu
(Maximum Likelihood Estymator).
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Estymator MLE

Jak wyznaczyé estymator najwiekszej wiarogodnosci?
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Estymator MLE

Jak wyznaczyé estymator najwiekszej wiarogodnosci?

Jedli funkcja wiarogodnosci jest rézniczkowalna wzgledem 6 to
mozemy szuka¢ kandydata na estymator MLE ws$réd wartosci 6,

dla ktérych
d

5 L(8x) = L'(6]x) = 0.
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Przyktad (Rozktad normalny)
Niech Xi, ..., X,, bedzie préba z rozktadu normalnego N(0,1).

1 o
Lo = [[—=e "=

Réwnanie
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

n

> (xi—0)=0.

i=1

Przeksztatcajac otrzymujemy réwnanie
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

> (xi—0)=0.

i=1

Przeksztatcajac otrzymujemy réwnanie

Zn:x,-—nﬁzo
i=1
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

n

> (xi—0)=0.

i=1

Przeksztatcajac otrzymujemy réwnanie

Zn:x,-—nﬁzo
i=1

1 n
0: n;X,’.

Stad 6=x jest punktem, w ktérym funkcja wiarogodnosci moze
osiggac ekstremum.
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Przyktad cd.

Poniewaz
d2

@L(mx)e:x <0,

oraz nie ma innych kandydatéw na maksimum, wiec X jest
globalnym maksimum, a tym samym jest to estymator MLE
parametru 6.
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Przyktad (rozktad 0-1)

Niech Xi, ..., X, bedzie préba z rozktadu 0-1 z
prawdopodobienstwem wartosci 1 rownym p. Funkcja
wiarogodnosci w tym przypadku ma postac

Liplx) = []pi@-p)>
i=1

= p'1-p)"

gdziey =>"7 | x;.
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Przyktad cd.

Zamiast rozwazania funkcji L(6]x) tatwiej jest rozwazac jej
logarytm, a wiec funkcje log L(p|x).
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Przyktad cd.

Zamiast rozwazania funkcji L(6]x) tatwiej jest rozwazac jej
logarytm, a wiec funkcje log L(p|x).

log L(p|x) = log(p”[1 — p]"™”) = y log(p) + (n — y) log(1 — p).
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Przyktad cd.

Zamiast rozwazania funkcji L(6]x) tatwiej jest rozwazac jej
logarytm, a wiec funkcje log L(p|x).
log L(p|x) = log(p”[1 — p]"™”) = y log(p) + (n — y) log(1 — p).

Gdy 0 < y < n, to rézniczkujac funkcje log L(p|x) wzgledem p
otrzymujemy
1

d 1
—logl(p|lx)=y——(n—y)—.
dp (plx) s ( )1_p
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Przyktad cd.

Zamiast rozwazania funkcji L(6]x) tatwiej jest rozwazac jej
logarytm, a wiec funkcje log L(p|x).

log L(p|x) = log(p”[1 — p]"™”) = y log(p) + (n — y) log(1 — p).

Gdy 0 < y < n, to rézniczkujac funkcje log L(p|x) wzgledem p
otrzymujemy
d 1 1
—logl(p|lx)=y——(n—y)—.
dp (plx) s ( )1_p
Przyréwnujac pochodng do zera otrzymujemy réwnanie

1 1
= —(h—y)—— =0.
5 ( ml_p
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania
1

1
= —(n—y)— =0.
5 ( y)l_p
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

1 1
5 ( ml_p

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno réwnania

y n—y

p 1-p
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

1 1
5 ( ml_p

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno réwnania

y n—y

p 1-p

p(n—y)=y(l—p)=y—yp
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

1 1
5 ( ml_p

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno réwnania

y n—y

p 1-p

p(n—y)=y(l—p)=y—yp

pn—py =y —yp
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Przyktad cd.

Szukamy rozwigzania réwnania

1 1
5 ( ml_p

Przeksztatcajac otrzymujemy kolejno réwnania

y n—y

p 1-p

p(n—y)=y(l—p)=y—yp
pn—py=y—yp

p=t=1 zx,
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Przyktad cd.

tatwo pokaza¢, ze dla p = 1 3°7 | x;, funkcja log L(p|x) osiaga
maksimum globalne. Poniewaz funkcja logarytmiczna przy
podstawie wiekszej niz 1 jest funkcja rosnaca, to w punkcie
p= %Zle x; maksimum globalne osigga réwniez funkcja
wiarogodnosci L(p|x).

Stad

S|

p=

Il
N

jest estymatorem MLE parametru p.
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Estymator MLE o ograniczonym zasiegu

Niech Xi, ..., X, bedzie préba z rozktadu normalnego N(6,1) o
ktérej dodatkowo wiemy, ze 6 jest dodatnia.
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Estymator MLE o ograniczonym zasiegu

Niech Xi, ..., X, bedzie préba z rozktadu normalnego N(6,1) o
ktérej dodatkowo wiemy, ze 6 jest dodatnia.

Bez tego dodatkowego ograniczenia estymatorem wyznaczonym
metoda najwiekszej wiarogodnoéci parametru 6 jest X, érednia z
préby.
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Estymator MLE o ograniczonym zasiegu

Niech Xi, ..., X, bedzie préba z rozktadu normalnego N(6,1) o
ktérej dodatkowo wiemy, ze 6 jest dodatnia.

Bez tego dodatkowego ograniczenia estymatorem wyznaczonym
metoda najwiekszej wiarogodnoéci parametru 6 jest X, érednia z
préby.

Gdy X przyjmuje wartoé¢ ujemna otrzymujemy estymator spoza
zakresu wartosci parametru 6.
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Estymator MLE o ograniczonym zasiegu

Gdy X jest ujemne, to dla 6 > 0 funkcja wiarogodnosci L(6|x) jest
funkcja malejaca ze wzgledu na 6, a wiec osigga swoje maksimum

dla
0 =0.
Tak wiec w przypadku dodatkowego zatozenia 6 > 0 estymatorem

MLE parametru 6 jest

b— X,  gdy
L0, gdy
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