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Préba losowa

Definicja.

Wektor zmiennych losowych (X1, X, ..., X,) nazywamy préba
losowa rozmiaru n z rozktadu o gestosci f(x) (dystrybuancie
F(x)) jesli Xq, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wspdlnym rozkfadzie z gestoscig f(x) (z dystrybuanta F(x)).
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Préba losowa

Definicja.

Wektor zmiennych losowych (X1, X, ..., X,) nazywamy préba
losowa rozmiaru n z rozktadu o gestosci f(x) (dystrybuancie
F(x)) jesli Xq, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wspdlnym rozkfadzie z gestoscig f(x) (z dystrybuanta F(x)).

Przy tak przyjetej definicji rozktad préby losowej Xi, Xz, ..., X, ma
gestos¢ faczng f(xi, x2, ..., Xp) i dystrybuante faczna odpowiednio
postaci

(X1, X05 ooy Xn) = F(x1)F(x2) - - - F(xn) = H f(x;)-

F(x1, %2, xn) = F(xa)f(x2) - - F(xa) = [ ] FOx0).
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Przyktad.

taczny rozktad f(x1, X2, ..., Xp) préby losowej z rozktadu
wyktadniczego z parametrem [ jest postaci

z 1 1 i
FOa,5, o xal) = [T FGailB) = [T g7/ = gremborale.
i=1 i=1

v
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Definicja.

Niech Xi, X2, ..., X, bedzie préba losowa rozmiaru n natomiast
T(x1, %2, ..., Xn) funkcja przyjmujaca wartosci rzeczywiste lub
wektorowe, ktorej dziedzina zawiera wartosci jakie moze przyjaé
wektor (X1, X2, ..., Xp). Zmienna losowa lub wektor losowy

Y = T(X1, Xo, ... Xp)

bedziemy nazywad statystyka, a rozktad Y bedziemy nazywad
rozkfadem statystyki Y.
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Maksimum z préby

X(n:n) = max(Xl, X2, ...,Xn).
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Maksimum z préby

X(n:n) = max(Xl, X2, ...,Xn).

Przyktad cd.

Minimum z préby

X(l:n) = min(Xl, XQ, ...,Xn).
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Przyktad cd.
Niech Xi, X3, ..., X, bedzie préba losowa oznaczmy przez

X(l:n) < X(2:n) < "'X(k:n) < -'-X(n:n)
prébe uporzadkowana w sposéb rosnacy. Wektor
(X(lzn)a X(2:n)7 200 § X(k:n)a X(n:n))

nazywamy wektorem statystyk pozycyjnych, a zmienng losowa
X(k:n) Nazywamy k—tg statystyka pozycyjna.
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Definicja.

Srednia z préby nazywamy statystyke
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Definicja.

Srednia z préby nazywamy statystyke

Definicja.

Wariancja z préby nazywamy statystyke

n

S2 = il > (X = X)2.

n p
i=1
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Twierdzenie.

Niech xq, ..., x, beda liczbami rzeczywistymi a
X = (x1+x2+ ... +xn)/n ich Srednig arytmetyczna. Wtedy

o miny 1L, (% —a)? = 37y (xi — %),

o (n—1)s2 =0, (x5~ X2) = X0, 2 — n%2,
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Pierwsza réwnosé

n n
. N2 L 2\2
min Z(x, a)” = Z (xi —X)°,
i=1 i=1
otrzymujemy dodajac i odejmujac x
n n
dxi—a® = ) (xi—-x+x-a)
i=1 i=1
n n
= Z _X)2+2Z i — X)( x—a)—i—Z()_(—a)Q
i=1 i=1
n
SDICELES CE
i=1 i=1

Prawa strona réwnosci jest dodatnia i minimalna gdy a = X.
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Druga réwnosc

n n
(n—1)s? :Z(x,-—xj2 :Z x? — nx?
i=1 i=1
otrzymujemy bioragc w réwnosci
n n n
di—a)P = (i —x)P2+) (x—a)?
i=1 i=1 i=1

za a=0.
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Lemat.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba losowa, a g(x) funkcja, dla ktérej
E g(X1) oraz Var g(X1) istnieja. Wtedy

E (Zg(X;)> =nEg(Xy),
i=1

Var (Z g(X,-)) = nVar g(X1).
i=1
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Twierdzenie.

Niech X1, ..., X, bedzie préba losowa z rozktadu o sredniej i i
wariancji 0 < oo. Wtedy

o EX =y,
o Var X = "72
e ES?2 =02
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Niech g(X;) = Xi/n, wtedy Eg(X;) = p/n. Na mocy lematu

- 1 < 1 n 1
EX=E (n § ljx,-> :;E <§ ljx,-> :;nExlzﬂ,
1= 1=

co dowodzi pierwszej réwnosci w twierdzeniu.
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Podobnie dowodzimy réwnos¢ druga

- 1 < 1 : 1 o?
VarX = Var (n;X') = ?Var (ZX,—) =3 nVarX; = -

i=1

Krzysztof Topolski Estymacja parametréw



Korzystajac z twierdzenia 1 dla wariancji z préby, otrzymujemy

1 - -
ES? = E( : §Xﬁwx2>
n p—
i=1

1 _

= n71WEXf—nEX5

_ 1 2 2 o 2

= n_1<n(a —|—,u)—n<n +p
1

= n_l(n02+nu2—02—n,u2):az.
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Twierdzenie.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba losowa z rozktadu normalnego
N(u, 02) natomiast

s _1¢ 2 1 )2
X:HIZ;X,- oraz S :n_lig;(X,-—X).

Wtedy
o X oraz S? sa niezaleznymi zmiennymi losowymi,

- 2
o X ma rozkfad normalny N (,u, %) ,

o =152 ma rozktad x? z n—1 stopniami swobody.
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Rodzina wyktadnicza rozktadéw

W statystyce matematycznej wazng role odgrywaja rozktady
prawdopodobienstwa, ktérych gestos¢ mozna przedstawié w
nastepujacej postaci:
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Rodzina wyktadnicza rozktadéw

W statystyce matematycznej wazng role odgrywaja rozktady
prawdopodobienstwa, ktérych gestos¢ mozna przedstawié w
nastepujacej postaci:

k
f(x10) = h(x)c(8) exp (Z w;i(6) ti(X)> :

i=1
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Twierdzenie.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba losowa z rozktadu o gestosci f(x|6)
postaci

k
(x18) = h(x)c(68) exp (Z wi(6) t,-(x)> .
i=1

Zdefiniujmy statystyki Ty, ..., Ty jako

n

Ti(Xe, o Xn) =) ti(X)), i=1,..,k
i=1

Jesli zbior {(wy1(0), wa(6), ..., wk(0)), 6 € ©} zawiera otwarty
podzbiér R¥, to rozktad wektora losowego (T1, ..., T,) jest postaci

k
fr(ug, ..., ukl0) = H(u, ..., ux)[c(0)]" exp <Z w;(6) u,-> .

i=1
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