Estymacja parametréw

Krzysztof Topolski

Wroctaw, 14 stycznia 2020

Krzysztof Topolski Estymacja parametréw



Genetyka populacyjna

Genetyka populacyjna zajmuje sie badaniem czestosci
wystepowania poszczegdlnych alleli oraz genotypéw w populacji.
Bada takze zmiany tych czestosci spowodowane doborem
naturalnym oraz innymi mechanizmami ewolucji. Opis struktury
genetycznej badanej populacji nie jest prosta lista genotypdéw ale
raczej czestoscia z jakga wystepuja w populacji poszczegdlne allele
oraz genotypy.
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Formalizm

Zatézmy, ze w wybranym locusie moga wystepowaé dwa allele,
ktére bedziemy oznaczaé przez A; i Ay. To zatozenie prowadzi w
konsekwencji do wystepowania w diploidalnej populacji trzech
genotypow A1 Az, AxAs oraz A1 Ay, ktérych czestosci wystepowania
oznaczymy przez xjj, i,j € {1,2}.

Genotyp: | A1A; | AjAy | AZA,

Czesto$¢: | xi1 X12 X22
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Formalizm

Zatézmy, ze w wybranym locusie moga wystepowaé dwa allele,
ktére bedziemy oznaczaé przez A; i Ay. To zatozenie prowadzi w
konsekwencji do wystepowania w diploidalnej populacji trzech
genotypow A1 Az, AxAs oraz A1 Ay, ktérych czestosci wystepowania
oznaczymy przez xjj, i,j € {1,2}.

Genotyp: | A1A; | AjAy | AZA,

Czesto$¢: | xi1 X12 X22

Poniewaz mamy do czynienia z czgstosciamu wiec

X11 + X12 + x02 = 1.

Krzysztof Topolski Estymacja parametréw



Zwiazek pomiedzy czestoscia allei i czestoscia genotypow

Czestosci alleli odgrywaja wazna role w genetyce populacyjne;j.
Znajac czestosci poszczegdlnych genotypdw, bez trudu mozemy
wyznaczy¢ czestosci alleli. Czesto$¢ allelu Ap jest réwna

= Xx11 + = Xx12,
P 11 212

natomiast czesto$¢ allelu A,

1
q:1—P=X22+§X12-
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Zwiazek pomiedzy czestoscia allei i czestoscia genotypow

O czestosci allelu A; mozemy mysle¢ na dwa sposoby. Pierwszy z
nich to po prostu czesto$¢ wystepowania allelu A; w catej
populacji.

O czestosci allelu A; mozemy takze mysle¢ jak o
prawdopodobienstwie zdarzenia polegajacego na tym, ze losowo
wybrany z populacji allel jest typu A;.
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Zwiazek pomiedzy czestoscia allei i czestoscia genotypow

Proces losowego wyboru allelu mozna podzieli¢ na dwa etapy.
Pierwszy z nich to losowy wybér osobnika z catej populacji
natomiast drugi etap to losowy wybér allelu z genotypu tak
wybranego osobnika. Poniewaz mamy do czynienia z trzema
mozliwymi genotypami, takie spojrzenie prowadzi do nastepujacego
wzoru wyrazajacego czestos¢ allelu A;

1

1
PZ1'X11+§-X12—|—0-X22=X11+§X12-
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Zwiazek pomiedzy czestoscia allei i czestoscia genotypow

Wiekszos¢ locii posiada wiecej niz dwa mozliwe allele. W
przypadku gdy mamy do czynienia z n allelami A, Ag, ..., A, to
oznaczajac czestosci mozliwych w tej sytuacji genotypéw A;A;
gdzie i,j € {1,2,..., n} przez xjj, to czestos¢ allelu A;,
i=1,2,...,n mozemy zapisa¢ wzorem

pi = Xii + 5 ZXJI 2 Z Xij-

Jj=i+1
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Prawo Hardyego-Weinberga

Pierwszym waznym rezultatem teoretycznym w genetyce
populacyjnej jest prawo Hardy'ego-Weinberga. Przy spetnieniu
przez populacje pewnych zatozen, prawo to pozwala na podstawie
czestosci poszczegdlnych alleli wyliczyé czestos¢ poszczegdlnych
genotypdw.
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Prawo Hardyego-Weinberga

Rozpatrzmy pojedynczy locus o k mozliwych allelach Ay, ..., Ak.
Powiemy, ze populacja jest w warunkach réwnowagi
Hardyego-Weinberga jesli dwa allele w zadanym locus losowo
wybranego osobnika populacji s3 stochastycznie niezalezne i
jednakowo prawdopodobne. To znaczy, ze jesli w catej populacji
allele Az, ..., Ax wystepuja z czesto$ciami odpowiednio p, ..., pk, to
uporzadkowana para alleli (A;, A;) zostanie zaobserwowana w
zadanym locus u losowo wybranego osobnika z populacji z
prawdopodobiefstwem réwnym p;p;.
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Prawo Hardyego-Weinberga

Zatozeni o pozostawaniu populacji w warunkach réwnowagi
Hardyego-Weinberga pojawia sie w genetyce bardzo czesto.
Uzasadnieniem tego zatozenia moze by¢ fakt, iz populacja nie
bedaca w warunkach réwnowagi Hardyego-Weinberga juz w wyniku
jednego losowego kojarzenia osigga réwnowage
Hardyego-Wainberga. Zademonstrujemy to w przypadku locus o
dwéch allelach A i a.
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Prawo Hardyego-Weinberga

Kazdy osobnik populacji, ze wzgledu na ten locus jest jednego z
trzech nieuporzadkowanych genotypéw AA, Aa lub aa. Oznaczmy
proporcje wystepowania tych genotypéw w populacji odpowiednio
przez P, 2Q i R.

Zaktadamy, ze nie mam réznic w tych proporcjach pomiedzy
ptciami. Tak wiec P, @ i R sa dowolnymi liczbami spetniajacymi
warunki

P,2Q,Re€[0,1] oraz P+2Q+R=1.
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Prawo Hardyego-Weinberga

W populacji o liczebnosci N mamy
Q@ (2P +2Q)N alleli A
Q@ (2R+2Q)N alleli a
© przy ogdlnej liczbie wszystkich alleli réwnej 2.

Tak wiec czesto$¢ alleli A i a w catej populacji jest réwna
odpowiednio pp =P+ Qi p, =R+ Q.
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Zgodnie z prawami Mendla prawdopodobienstwa genotypu
potomka, pod warunkiem genotypu rodzicéw, sg réwne

Genotyp rodzicdéw || Czestos¢ | AA | Aa | aa
AA x AA P2 1 - -
AA x Aa P2Q 1/2 | 1/2| -
AA X aa PR - 1 -
Aa x AA 2QP 1/2 | 1/2| -
Aa x Aa 4Q? 1/4 [ 1/2 | 1/4
Aa x aa 2QR - 1 1/2]1/2
aa x AA RP - 1 -
aa x Aa R2Q - 1 1/211/2
aa X aa R? - - 1

Tabela 1. Uporzadkowane pary mozliwych rodzicéw, ich czestos¢ przy
zatozeniu losowego kojarzenia oraz warunkowe prawdopodobienstwa
genotyp ich potomkdw.
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Oznaczmy prawdopodobienstwa zdarzen polegajacych na tym, ze
potomek jest genotypu AA, Aa oraz aa odpowiednio przez Pi, 2@

i Ry wtedy

1
p— P4t SP2Q+52QP + 4 (Q) (P+ Q)%

1 1 1
21 = 7P2Q+PR+ 2QP+ (Q) +§20R+RP+§R2Q

= (P + Q)R+ Q),

R = ;(2Q7 + 20k + R2Q + R = (Q + )’
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Zauwazmy, ze z rébwnan otrzymujemy nastepujace rownosci

Pl = p/247
2Q1 = 2papa,
Rl = pg.

Innymi stowy, prawdopodobienstwo genotypu potomka jest takie
samo jak prawdopodobieistwo genotypu losowo wybranej osoby z
populacji bedacej w réwnowadze Hardyego-Weinberga.
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Z réwnan (1)-(2) mozemy wywnioskowaé, ze
QF = P1Ry.
Jesli réwnos¢ tego typu jest prawdziwa dla poczatkowych czestosci
P, Q, R, (Q°=PR)
to poniewaz
P+2Q+R=1,
wiec

PL = (P+Q)?=P*+2PQ+ Q*=P*+2PQ+ PR =P,

Rl = (R+Q)°=Q*+2RQ+ R*=PR+2RQ+ R*>=R,

Q1 (P+Q) QR+ R)=+PiR =
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Prawo Hardyego-Weinberga

Tak wiec czestosci P1, Q1, Ry osiagniete w populacji w drugiej
generacji nie ulegna zmianie w nastepnych generacjach,
powstajacych przez losowe krzyzowanie. W tym sensie méwimy o
rownowadze Hardyego-Weinberga.
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Prawo Hardyego-Wainberga

Jesli patrzymy na proces kojarzenia nie z punktu widzenia
osobnikéw ale z punktu widzenia komoérek rozrodczych to
wyprowadzenie prawa Hardyego-Weinberga staje sie jeszcze
prostsze.
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Prawo Hardyego-Wainberga

Zygota otrzymuje jeden allel od ojca i jeden od matki zgodnie z
nastepujacym schematem:

Allel od ojca | Allel od matki | Prawdopodobienistwo

A A pxp=p?
A a p X q=pq
a A qgxp=pq
a a gxq=4q?
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Prawo Hardyego-Wainberga

ZatozyliSmy tutaj, ze zdarzenie otrzymania, na przyktad A od ojca
i @ od matki sg zdarzeniami niezaleznymi i stad
prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest rowne iloczynowi
prawdopodobiefstwa, otrzymania A od ojca, ktére jest rdwne p,
oraz prawdopodobienstwa otrzymania a od matki, réwnego q.
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Prawo Hardyego-Wainberga

Taka sytuacja zachodzi gdy kojarzenie jest losowe. Zauwazmy, ze
genotyp Aa u potomka powstaje w dwéch sytuacjach, allel A od
ojca i allel a od matki oraz allel a od ojca i allel A od matki. Stad
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany osobnik z populacji
potomkéw ma genotyp Aa jest réwne pg + gp = 2pq i genotypy
AA; Aa i aa wystepuja w populacji potomkéw z czestosciami
odpowiednio p?, 2pq, i g°.
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Prawo Hardyego-Wainberga a rzeczywistos¢

Jak tatwo sobie wyobrazié, zatozenie o losowym kojarzeniu nie
musi by¢ spetnione, na przyktad gdy allele maja wptyw na czas
kwitniecia u roélin lub na wybér partnera u zwierzat. Zatozenie o
losowym kojarzeniu moze by¢ naruszone takze w sytuacji gdy allele
nie maja wptywu na dobér, na przyktad w sytuacji gdy kojarzenie
w obrebie krewnych staje sie czeste co miato miejsce w przypadku
arystokracji.
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Prawo Hardyego-Wainberga a rzeczywistos¢

Populacja, dla ktérej mozemy zatozy¢ zachodzenie prawa
Hardyego-Weinberga musi spetniaé nastepujace warunki:
organizmy s3 diploidalne

rozmnazaja sie ptciowo

pokolenia nie zachodza na siebie

osobniki kojarza sie losowo

populacja jest nieskonczona

nie ma migracji

nie ma mutacji

©00000O0CO

dobér naturalny nie wptywa na badany locus.
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W praktyce mozemy zatozy¢, ze populacji, w ktérej wystepuja
czynniki wymienione w punktach (6)-(8) ale ich dziatanie sie znosi
bedzie spetniata prawo Hardyego-Weinberga. Prawo
Hardyego-Weinberga mozna rozszerzy¢ na dowolng liczbe alleli. W
przypadku trzech alleli A1, Az, As wystepujacych z czestosciag
odpowiednio

p1, p2, oOraz ps,

czestos$¢i wystepowania w populacji genotypow
A1A1,  AAy, AsAs, AtAr, AlAz, AdAs

s3 réwne odpowiednio

p27 pgv pf)%? 2p1p2,  2p1p3,  2p2ps.
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Moze by¢ wiele przyczyn dla ktéry populacja nie znajduje sie w
warunkach réwnowagi Hardy'ego-Weinberga.

© Na populacje moga dziatad sity selekgji.

@ Dobdr nie jest losowy.

© Populacja nie jest jednorodna, na przyktad sktada sie z dwéch
populacji znajdujacych sie w warunkach réwnowagi
Hardy’'ego-Weinberga, ale o réznych czestosciach alleli.
W takiej sytuacji obserwujemy tak zwany efekt Wahlunda,
czyli wiecej homozygot i mniej heterozygot niz mozna by
przewidywac na podstawie prawa Hardyego-Weinberga.

@ Poszczegblne genotypy wchodza do proby, na podstawie ktérej
sprawdzamy zachodzenie prawa Hardy'ego-Weinberga w
populacji, z niejednakowymi prawdopodobienstwami.
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Estymacja czestosci alleli

Z diploidalnej populacji losujemy niezaleznie n osobnikéw i na
podstawe tej préby losowej chcemy dokonaé estymacji czestosci
allelu A w tej populacji.
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Estymacja czestosci alleli

Z diploidalnej populacji losujemy niezaleznie n osobnikéw i na
podstawe tej préby losowej chcemy dokonaé estymacji czestosci
allelu A w tej populacji.

PRZYKLAD.

Przyjmijmy, ze w prébie losowej o liczebnosci n zaobserwowaliSmy
nastepujace liczebnosci poszczegdlnych genotypodw.

AA | Aa | aa

NAA | NAa | Naa
| 49 | 26 | 25 |

Krzysztof Topolski Estymacja parametréw



Estymacja czestosci alleli

Na podstawie tych danych czestos¢ allelu A w tej populacji
mozemy estymowacé na przyktad w nastepujacy sposéb
_ 2naa + Nas 98 + 26

= =0,62.
2n 200 )0

PA
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Estymacja czestosci alleli

Mozemy tez skorzystaé z prawa Hardyego-Weinberga, na mocy
ktérego czestos¢ genotypu AA, paa, jest réwna pf\ i dokona¢
estymacji pa jedynie na podstawie nya.

Pa—= /24— /0,49 =0,7.

n
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Estymacja czestosci alleli

Mozemy réwniez skorzystac z faktu iz na mocy prawa
Hardyego-Weinberga pp =1 — p, =1 — /paa, co prowadzi do

estymatora
o Naa 25
PA \V h V100 = °
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Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci

Estymatorem, ktéry jest najczesciej uzywanym w zagadnieniu
estymacji czestosci alleli jest estymator otrzymany metoda
najwiekszej wiarogodnosci.
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Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci

Rozktad czestosci genotypdw jest rozktadem wielomainowym i przy
zatozeniu zachodzenia dla badanej loci prawa Hardyego-Weinberga
prawdopodobieAstwo zaobserwowania w n elementowej, prébie
losowe] naa, Nas i Naa osobnikdéw o genotypie odpowiednio, AA, Aa
i aa jest réwne

nAA NAa Naa

gdzie pa oznacza czestos¢ allelu A w populacji.
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Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci

Stad funkcja wiarogodnosci ma postac
InL(p) =In C+ (2naa + naa) In pa + (nas + 2n,,) In(1 — pa).

Maksimum funkcja wiarogodnosci osigga dla

a 2naa + Naa _2npaa + nag
Pa= 2naa + 2nas + 2000 2n '
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