1 Wyklad 1

1.1 Funkcja potegowa.

Jak wiele rzeczywistych obiektéw, jak na przyktad obiekty architektoniczne, ktore skta-
daja sie z prostych jednostek (drewnianych belek, cegiet czy blokéw kamienia) czy orga-
nizmy ktore sktadajg sie z komorek, wiele ciekawych i ztozonych funkcji mozna zbudowaé
z prostszych funkcji. Zilustrujmy to na przyktadzie rodziny funkcji potegowych postaci:
f(z) = ™. Naszym pierwszym zadaniem jest poznanie wlasciwosci cztonkéw tej "ro-
dziny”. Pézniej uzywamy funkcji potegowych jako ”cegietek” do konstruowania bardziej
ztozonych funkcji czyli wielomianow, i funkcji wymiernych. Nastepnie zobaczymy, jak tego
typu funkcje oraz ich wtasnosci mozna uzy¢ do konstrukeji oraz analizy zjawisk biologicz-
nych przebiegajacych na réznych poziomach.

Rozwazmy funkcje potegowe, czyli funkcje postaci
y = f(z)=2a"

gdzie n jest dodatnig liczba catkowita. Funkcje potegowe nalezg do najbardziej elemen-
tarnych i ”eleganckich” funkcji a do obliczenia ich wartosci, w dowolnym punkcie, potrze-
bujemy jedynie mnozenia. Sa nie tylko proste do obliczenia ale ich przebieg jest gtadki
i bardzo przewidywalny. Podczas dalszych wyktadow zobaczymy rowniez, ze z punktu
widzenia rachunku rozniczkowego funkcje te sa bardzo ”tatwy w obstudze”.

Na rysunku 1 widzimy, ze funkcje potegowe (y = x”, dla poteg n = 2,---,5) przeci-
naja sie przy x = 0 i x = 1. Jest to prawda dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych
n.
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Rysunek 1: Wykresy kilku funkcji potegowych y = 2". Wszystkie przecinajg sie w punk-
tach = 012 = 1. Gdy wrto¢ potegi n wzrasta, wykresy staja si¢ bardziej ptaski w
okolicach poczatku uktadu wspétrzednych (0,0) i bardziej strome przy duzych warto-
Sciach x.

Ten sam rysunek ilustruje, takze inny fakt, pomocny przy szkicowaniu krzywych: im
wieksza wartos¢ potegi n, tym bardziej ptaski wykres w poblizu poczatku uktadu wspot-
rzednych i bardziej stromy dla z > 1.



Moéwige bardziej ogdlnie, funkcja potegowa ma postac

gdzie n jest dodatnig liczbag caltkowita, a K, czasami nazywany wspotczynnikiem, to stata.
Do tej pory poréwnalidémy funkcje potegowe, ktérych K = 1. Mozemy réwniez rozszerzy¢
nasza dyskusje na bardziej ogdlny przypadek.

Przyktad 1.1 ZnajdZ punkty przeciecia i poréwnaj dwie funkcje potegowe postaci
filz) = ax", i fo(x) = ba™,

gdzie a 1 b sq statymi. Mozesz zatozyé, ze zarowno a, jak i b sq dodatnimi liczbami.

Rozwigzanie. To poréwnanie jest lekkim uogoélnieniem poprzedniego przeprowadzonego
rozumowania. Po pierwsze, zauwazamy, ze wspotczynniki a i b jedynie skaluja pionowe
zachowanie wykresu (tj. rozciagnij wykres wzdtuz osi Y). Nadal prawda jest, ze ta dwojka
funkcje przecinaja si¢ przy x = 0; dalej, jak poprzednio, im wyzsza potega, tym bardziej
ptaski wykres dla wartosci argumenty funkeji bliskich x = 0 i bardziej stromy dla du-
zych wartosci z, zarowno dodatnich lub ujemnych. Jednak teraz drugi punkt przeciecia
wykresow pojawia sie, gdy

ax" =bx™, = 2" = —.
a

Tak wie¢ rozwigzanie w pierwszej ¢wiartce ma postac

1

(1) 0

Na rysunku 2 przedstawiono wykres dla konkretnego przyktadu fi(z) = 522, fo(x) = 223.
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Rysunek 2: Wykresy dwéch funkcji potegowych, y = 522 i y = 223.

W poblizu poczatku uktadu funkcja kwadratowa przyjmuje wieksze wartosé¢, natomiast
dla duzego x funkcja szescienna przyjmuje wigksze wartosci. Funkcje te przecinaja sig,
gdy 522 = 223, a wiec gdy = 0 lub x = 2, 5.



Przyktad 1.2 Wyznacz punkty przeciecia dla nastepujgcych par funkcyi:
(a) fi(x) =32t i fo(z) = 2722,
(b) fi(z) = 3ma® i f, = dma?.
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Rozwiazanie. (a) Przeciecia wystepuja przy « = 0iprzy x = F (%) e _ TV9 = F3.

(b) Te funkcje przecinaja sie przy = = 0 oraz x = 3, ale nie przecinaja sie dla ujemnych
wartosci .

Zauwaz, ze w wielu przypadkach punkty przeciecia sa liczbami niewymiernymi, ktorych
przyblizenia dziesietne mozna uzyska¢ tylko za pomoca kalkulatora naukowego lub za
pomoca jakiej$ metody przyblizenia (takiej jak metoda Newtona, ktéra mam nadzieje
oméwimy w przysztosci. Majac juz tylko te obserwacje dotyczace funkcji potegowych,
mozemy sprobowaé zbadaé problem biologiczny zwiazany z komorkami. Sprobujmy do-
wiedzie¢ si¢, dlaczego komoérki majg ograniczenie rozmiaru i od czego zalezy ich wielkosc¢.

1.2 Jak duza moze by¢é komoérka?

W celu podjecia proby odpowiedzi na to pytanie wykorzystamy model rownowagi sktad-
nikow odzywczych. Mamy juz wystarczajaca ilos¢ narzedzi matematycznych, aby odpo-
wiedzie¢ na te pytania. Szczegdlnie jesli przyjmiemy, ze komoérka jest kulista. Oczywiscie
w przypadku wiekszosci komoérek takie zatozenie nie jest spetnione. Ksztatty zywych ko-
morek w wyjatkowy sposoéb odpowiadajg ich funkcji. Wiele ma dlugie wypustki, czedci
cylindryczne lub struktury podobne do gatezi. Ale tutaj zaniedbujemy wszystkie te piek-
ne zawitosci i zaktadamy, ze komoérka ma ksztalt kulisty. Takie tego typu uproszczenia
pojawiaja sie w procesie budowy modelu bardzo czesto gdyz pozwalaja zbudowaé¢ mo-
del mozliwy do przeanalizowania przy wykorzystaniu matematyki i jednoczesnie dajacy
warto$ciowy wglad w badane zjawisko. Model matematyczny to po prostu przedstawia rze-
czywista sytuacje w uproszczonej postaci, ktora uwzglednia jedynie najwazniejsze aspekty
i zaniedbuje lub idealizowanie skomplikowane szczegdty badanego zagadnienia. Kierujac
sie ta mysla, przyjmujac rozsadny zestawem zatozen natury biologicznej, postaramy si¢
przeanalizowaé, w jaki sposéb réwnowaga sktadnikéw odzywcezych moze wpltywaé na wiel-
kos¢ komorek i ograniczac jej rozmiar.

1.3 Budowanie modelu.

W celu budowy modelu przyjmujemy pewne zalozenia upraszczajace a nastepnie sformu-
tujemy je w jezyku matematyki. Model opieramy na nastepujacych zatozeniach natury
biologicznej:

1. Komoérka ma w przyblizeniu kulisty ksztalt (patrz rysunek 3).

2. Komorka pochtania przez swoja powierzchnie tlen i sktadniki odzywcze. Im wick-
szy powierzchnia, S, tym wieksza catkowita szybkos¢ wchtaniania. Zaktadamy, ze
tempo, w jakim sktadniki odzywcze (lub tlen) sa wchtaniane, jest proporcjonalne do
powierzchnia komorki.



3. Tempo, w jakim sktadniki odzywcze sg zuzywane w procesie metabolizmu jest pro-
porcjonalne do objetosci, V', komérki. Im wigksza objeto¢, tym wiecej sktadniki
odzywcze jest potrzebnych do utrzymania komorki przy zyciu.

Rysunek 3: Sferyczna komoérka o promieniu r wchtania sktadniki odzywcze w tempie
proporcjonalnym do jej powierzchni S, ale zuzywa sktadniki odzywcze proporcjonalnie do
jej objetosci V.

Definiujemy nastepujace wielkosci opisujace pojedyncza komorke w modelu:
A - szybko$¢ wchtaniania sktadnikow odzywezych netto na jednostke czasu,
C - szybko$¢ netto zuzycia sktadnikéw odzywezych na jednostke czasu,

V - objetos¢ komorki,

S - powierzchnia komorki,

r - promien komorki.

Teraz przeformutujemy zalozenia na jezyk matematyki. Zgodnie z zalozeniem 2 szybkosé
wchlaniania, A, jest proporcjonalna do S: to znaczy, ze

A=FkS,

gdzie ky jest staty proporcjonalnosci. Poniewaz wchtanianie i powierzchnia sg wielkosciami
dodatnimi, tylko dodatnie warto$ciami statej proporcjonalnosci maja sens biologiczny, tak
wiec mozemy ograniczy¢ sie do k; bedacych liczbg dodatnig. Wartos¢ tej statej zalezy od
wlasciwosci btony komérkowej, takie jak jej przepuszczalnosé lub liczba poréw umozliwia-
jacych przeptyw sktadnikéw odzywezych. Uzywajac odpowiedniej statej proporcionalnosci
bedziemy w stanie przeanalizowaé rézne typy komorek.

Przy zatozeniu 3, tempo zuzycia sktadnikéw odzywezych, C' jest proporcjonalne do V', tak
wiec

C = kV,
gdzie ko > 0 jest druga (dodatnig) stala proporcjonalnosci. Wartosé ko zalezy od meta-
bolizmu komorki, czyli jak szybko zuzywa ona sktadniki odzywcze. Poniewaz zaktadamy

kulisty ksztalt komorki wiec

4
S =dmr?, V= §7r7"3. (2)



Zestawienie tych faktow prowadzi do nastepujacych relacji miedzy wchtanianie sktadnikow
odzywczych A, ich zuzyciem C' i promieniem komorki r:

A = k(4mr?) = (4mky)r?,

4 4
C = ky (371'7’3) = (37rk:2) rs.

Przedstawiajac te zwigzki w postaci funkcji zaleznych od r otrzymujemy

A(r) = (4nky)r?, oraz C(r) = (éﬂk@) 3. (3)

Tak wiec A oraz C' sg po prostu funkcjami potegowymi promienia komorki, r,
A(r) =ar®, C(r) =cr®,

gdzie a =4k ic = %ﬂ'kg statymi zaleznymi od ksztattu komorki i parametréw zyciowych
komorki kq i ko, wechlaniania i zuzycia.

Uwaga: Dla odzywiania wyktadnik wynost n = 3 natomiast dla wchianiania wyktadnik
wynosi n = 2.

1.4 Bilans sktadnikéw odzywczych zalezy od wielkosci komorek.

Omawiajac problem rozmiaru komorki, otrzymalismy dwie funkcje potegowe zalezne od
promienia komoérki r. Funkcje te to wchtanianie sktadnikéw odzywezych A(r) i zuzy-
cie C(r) zdefiniowane w (3). Teraz mozemy na przyktad odpowiedzie¢ na pytanie, czy
wchtanianie lub spozywanie sktadniki odzywcze dominuja w przypadku matych, srednich
i duzych komoérek.

Przyktad 1.3. Przy jakim rozmiarze komorki tempo zuzycie jest dokltadnie zbilansowane
przez szybko$é wchianiania? Zuzycie czy absorpcja dominuje w przypadku matych komdo-
rek? Jak to jest w przypadku duzych komorek?

Rozwigzanie. Oba procesy "réwnowaza sie” (czyli wykresy funkeji A(r) i C(r) przecinaja
sig), gdy )
A(r)y=0C(r) = (37Tk:2) 3 = (4mky)r?.

Trywialnym rozwiagzaniem tego rownania jest r = 0.

Uwaga: to rozwigzanie nie jest interesujgce biologicznie, ale nie powinnismy o tym zapo-
minaé w matematyczne) analizie tych problemow.

Jesli r # 0, to mozemy podzieli¢ obie strony réwnoéci przez 72 co daje:

Oznacza to, ze wskazniki wchtaniania i zuzycia sg réwne dla komoérek tego rozmiar. Dla
matego 7, funkcja potegowa z mniejszym wyktadnikiem (czyli A(r)) dominuje, ale dla
bardzo duzych wartoéci r dominuje funkcja potegowa z wyzsza potega r (czyli C(r)).
Wynika z tego, ze w przypadku mniejszych komoérek absorpcja jest procesem dominuja-
cym, natomiast w przypadku wiekszych komorek zuzycie dominuje. Dochodzimy takze do
wniosku, ze komorki ktorych promien r jest wiekszy niz rozmiar krytyczny, 7,4 = 3%,
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nie sa w stanie nadazy¢ za zapotrzebowaniem na sktadniki odzywcze i nie moga przetrwac,
poniewaz konsumpcja przewyzsza wchtanianie sktadnikoéw odzywczych.

Korzystajac z powyzszego prostego argumentu geometrycznego, wydedukowalismy ze roz-
miar komorki ma silny wpltyw na jej zdolno$¢ do wystarczajaco szybkiego wchtaniania
sktadnikow odzywczych lub tlenu tak aby sie utrzymac przy zyciu. Z tych powodéw ko-
moérki wigksze niz maksymalny rozmiar (w przyblizeniu o $rednicy okoto 1[mm]) rzadko
wystepuja w przyrodzie.

Podobna strategia pozwala nam rowniez rozwazy¢ bilans energetyczny i zrownowazony
charakter zycia na Ziemi.

1.5 Zréwnowazony rozwdj i bilans energetyczny na Ziemi.

Trwalos¢ zycia na planecie Ziemia zalezy od doskonatej rownowagi miedzy temperaturg
oceanow i mas ladowych oraz zdolnosci do form zywych do tolerowania zmian klima-
tycznych. Wprowadzamy prosty model bilansu energetycznego Ziemi do i w przyblizeniu
oszacujemy temperatury na Ziemi. Budujac model wezmiemy pod uwage nastepujace
podstawowe zatozenia:

1. Energie pobierang przez Ziemie od Stonca, biorac pod uwage promien Ziemi r,
mozna okresli¢ w przyblizeniu jako

Ein = (1 —a)Smr?, (4)

gdzie S to energia promieniowania stonecznego przypadajaca na jednostke powierzch-
ni (stata stoneczna), natomiast 0 < a < 1 jest utamkiem tej energii odbitej (albe-
do), zaleznej od zachmurzenia i innej cech planety (takie jak procent laséw, $niegu,
pustyni i oceanu).

2. Energia utracona przez Ziemie w wyniku promieniowania w kosmos, jej ilo$¢ jest
zalezna od obecnej temperatury Ziemi 7. Energie ta jest w przyblizeniu réwna

B = 4mrieoT?, (5)

gdzie € jest emisyjnoscig atmosfery ziemskiej. Za pomoca tej wielkosci reprezento-
wana jest tendencja Ziemi do emitowania energii promieniowania. Ta stata zalezy
od pokrywy chmur, ilosci pary wodnej, a takze stezenia gazéw cieplarnianych w at-
mosfera. Stata o jest stala promieniowania ciala doskonale czarnego (stata fizyczna
Stefana-Bolzmanna).

Przyktad 1.4 Wyjasnij w jakim sensie powyzsze formy energii mozina postrzegaé jako
funkcje potegowe oraz jakiego typy funkcje potegowe reprezentujg. Wyjasnij, w jaki sposcb
powyzsze informacje mozna wykorzystac do okreslenia temperatury Ziemai, czyli tempera-
tury, przy ktorej energie przychodzgcego i wychodzgcego promieniowania zrownowazq sie.

1.6 Parzyste i nieparzyste funkcje potegowe.

Do tej pory rozwazalismy funkcje potegowe y = z™ dla > 0. Jednak jesli chodzi o ogdl-
nos¢ matematyczng, nie ma powodu, aby ogranicza¢ zmienng niezalezng x do wartosci
dodatnich. Przeanalizujemy teraz niektore pojawiajace sie wlasciwosci dla funkeji potego-
wej okreslonej dla wszystkich liczb rzeczywistych. Na rysunku 4(a) widzimy, ze wykresy
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funkcji potegowych z parzysta potega, np. tak jak y = 2%, y = 2* i y = 2%, sg symetrycz-
ne wzgledem osi Y. Na rysunku 4(b) mozemy zauwazy¢, ze wykresy funkcji potegowych
majace nieparzystg potege, na przyklad y = x, y = 2 oraz y = 2° sy symetryczne po
obréceniu o 180° wokot poczatku.

Parzysta funkcja potegowa Nieparzysta funkcja potegowa

|| 255

(a) (b

Rysunek 4: Wykresy funkcji potegowych. (a) Kilka parzystych funkcji potegowych: y = x2,
y =1y =25 (b) Nieparzyste funkcje potegowe: y = x, y = 2% i y = 2°. Zwr6¢ uwage
na witasno$¢ symetrii.

Przypomnijmy definicje funkcji parzystych i nieparzystych.

Definicja. Méwimy, ze funkcja rzeczywista f : IR — IR jest parzysta jesli dla kazdego
x € IR zachodzi réwnos¢

f(=x) = f(x).
Gdy dla kazdego x € IR zachodzi réwnos¢
f=z) = —f(=),

to moéwimy, ze funkcja jest nieparzysta.

Przyktad 1.5 Pokaz, ze funkcja y = g(x) = x* — 3z* jest funkcjq parzystq.

Rozwigzanie. Aby g bylo funkcja parzysta, powinna spelniaé¢ réwnanie g(—x) = g(x).
g(—x) = (—2)* = 3(~2)" = 2* = 32" = g(x).

n

Tutaj uzylismy faktu, ze (—x)" = (—1)"2", a gdy n jest parzyste, to (—1)" = 1.
Uwaga. Wszystkie funkcje potegowe sq ciggle i nieograniczone.

Opierajac sie na funkcji potegowej, mozna definiowa¢ teraz funkcje sktada sie z tego typu
funkeji. W ten spos6b mozna otrzymaé wielomiany (sumy funkcji potegowych) i funkcje
wymierne (ilorazy wielomianéw).



Przyktad 1.7. Naszkicuj wykres funkcji wielomianowej
y = p(x) = 2° + ax.

Jak zmienia sie wykres, gdyby stala a zmienila sie z dodatniej na ujemnq?

Rozwigzanie. Wielomian z przyktadu ma dwa sktadniki, z ktorych kazdy to funkcja
potegowa. Rozwazmy te sktadniki indywidualnie. W poblizu poczatku, dla x ~ 0 dominuje
az, tak wigc blisko z = 0 funkcja zachowuje si¢ jak

Y = ax,

a wiec jak prosta o nachyleniu a. Stad w poblizu poczatku uktadu, jesli a > 0 to zobaczymy
linie o dodatnim nachyleniu, a jesli a < 0, to linii o ujemnym nachyleniu. Daleko od
poczatku uktadu dominuje funkcja y = z? tak wige przy duzych (dodatnich lub ujemnych)
wartosciach x. Rysunek 5 stanowi ilustruje.

a< a=10 a>0

Rysunek 5: Wykres wielomianu y = p(z) = 23 4+ ax mozna otrzyma¢ analizujac wykresy
dwdéch funkeji potegowych, ktére sa jej skladnikami. Funkcja szeScienne y = x3 (gérny
wiersz) dominuje dla duzych wartosci x, podczas gdy czesé liniowa y = ax (Srodkowy
wiersz) dominuje w poblizu poczatku ukladu. Kiedy te dwa wykresy ptynnie potaczymy
(dolny wiersz) uzyskamy szkic zagdanego wielomianu. Pokazano tutaj trzy mozliwosci dla
a<0,a=0,a>0, od lewej do prawej. Wartos¢ a okresla nachylenie krzywej w poblizu
r = 0, a tym samym wplywa réwniez na obecnosé lokalnego maksimum i minimum (dla
a < 0).



1.7 Szybkos¢ reakcji katalizowanej enzymatycznie

Reakcje biochemiczne sg czesto oparte na dziataniu biatek zwanych enzymami. Biatka te
katalizujg reakcje w zywych komoérkach. Na rysunku 6 przedstawiono schemat reakcji en-
zymatycznej. Enzym E wiaze si¢ ze swoim substratem S, tworzac kompleks C. Kompleks

u"

i

Rysunek 6: Schemat reakcji enzymatycznej w modelu "klucz © zamek”.

rozpada si¢ w produkt, P i oryginalny enzym, ktory moze dziataé ponownie. Stezenie
substratu jest zwykle znacznie wigeksze niz stezenie enzymu. W kontekscie tego przyktadu
x oznacza stezenie substratu w mieszaninie reakcyjnej. Szybkosé reakeji, v (a mianowicie
szybkosé przy jakiej produkt jest tworzony) zalezy od z. Kiedy wykreslimy predkosé re-
akcji jako funkcji stezenia, wida¢, ze nie jest to funkcja liniowa. Rysunek 7 przedstawia
typowy przebieg tej zaleznosci.

Reaction rate v

. Michaelis—Menten Kinetics

Range of
“zero order kinetics”

~~

= Range of
| “intermediary order kinetics”

I
___+—— Range of “first order kinetics”
I

v

K Substrate concentration S

© 2010 Wiley-VCH, Weinheim
Klipp - Systems Biology
ISBN: 978-3-527-31874-2  fig-02-02

Rysunek 7:



Zalezno$é opisujaca kinetyke reakcji enzymatycznej zaproponowana przez Michaelisa i
Menten ma postaé: predkosé reakcji = v(z) = kffz, gdzie K, k, > 0 sa statymi specyficz-
nymi dla enzymu i warunkéw w jakich przebiega reakcja.

Roéwnanie Michaelisa-Menten ma posta¢ funkeji wymiernej. Poniewaz z jest koncentracja,
musi by¢ wielkoscia dodatnia, wiec ograniczamy uwage do x > 0. Wyrazenie (6) jest

szczegblnym przypadkiem funkcji wymiernej, czyli funkeji postaci

P(x)
Q(z)’

gdzie P(z) i Q(z) sa wielomianami. W przypadku (1.8) zaréwno P(z) jak i Q(x) sa
wielomianami stopnia pierwszego. Mozna poczyni¢ nastepujace obserwacje

fx) =

1. Wykres funkcji (6) przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych.

2. W poblizu poczatku uktadu, poczatkowy wzrost wykresu ”wyglada jak” linia prosta.
Mozemy to zobaczy¢, biorac pod uwage wartosci x, ktore sa znacznie mniejsze niz k,,.
Wtedy mianownik (kn+x) jest dobrze przyblizony przez stata k, . Zatem dla matych
wartosci x, v &= (K /k,)x, tak ze wykres przypomina lini¢ prosta przechodzaca przez
poczatek ukltadu o nachyleniu (K/k,).

3. W przypadku duzych wartosci £ mamy do czynienia z pozioma asymptota co sprawi,
ze dla x > k,, (dla x duzo wiekszych niz k,), v jest w przyblizeniu stale przy
dostatecznie duzym .

Concentration

Time

Rysunek 8: Wykres zalezno$éi stezen substratow, S, enzyméw zwigzanych, FP, enzymow
w postaci wolnej, F/, oraz produktéw, P, od czasu przebiegu reakcji enzymatyczne;j.
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Rysunek 9: Poréownaie danych empirycznych i dopasowanej kinetyki Michaelisa-Menten.

Problem 1.6 Model Bevertona-Holta wigze liczbe tososi w populacji w tym roku Ny z
liczbg lososi, ktore byly obecne w populacji w zesztym roku Ny. ZalezZnosé ta ma postac

No

Ny =k —0
PN F RNy

/{Zl, ko > 0. (6)
Naszkicuj Ny jako funkcje Ny i wyjasnij, jak wplyw na ten wykres majq state ky i ko. Czy
istnieje poziom populacyi Ny, dla ktorego poziom w nastepnym roku czyli Ny byt by do-
ktadnie taki sam. A wiec liczebnosé populacja w kolejnych latach nie ulegata by zmianom.
Czy sq jakies ograniczenia na ki lub ko, aby ten rodzaj statycznej rownowagi populacyi byt
mozliwy?
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Problem 1.7 (Biedronki jedzace mszyce). Rozpatrzmy problem wzrostu populacji, w
kontekscie kontroli biologicznej szkodnikow, na przykladzie wzrostu populacyi biedronek i
mszyc. Biedronki to drapiezniki, ktore zjadajq mszyce bedgce ich ofiarami. Niech x oznacz
liczbe mszyc przypadajacg na jednostke powierzchni (zageszczenie ofiar). Liczbe mszyc
zjadanych przez biedronke z jednostkowej powierzchni w jednostce czasu bedziemy nazywac
wskaznikiem drapieznictwa i oznaczaé przez P(x). Wskaznik drapieznictwa zwykle zalezy
od gesto$ci ofiar, a te zalezno$é mozna w przyblizeniu przedstawié jako

P(z) =K ., gdzie K,a > 0. (7)

a™ +x"
W przypadku biedronek © mszyc na podstawie danych empirycznych mozna przyjec n = 2,
(patrz rysunek 10).
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Figure 1.11: The predation rate of a ladybug

depends on its aphid (prey) density.

Rysunek 10: Wspoélcezynnik drapieznictwa biedronek w zalezno$ci od zageszczenia mszyc
(ofiar).

Mszyce rozmnazajg sie w tempie proporcjonalne do ich liczebnosci, 1 tempo wzrostu popu-
lacji mszyc G, (liczba nowych mszyc na godzing), wynosi

G(z) =rx, gdzier > 0. (8)

(a) Dla jakiej gestosci populacji mszyc x wskaznik drapieinictwa zréownowazy tempo wzro-
stu populacyi mszyc?

(b) Czy sq sytuacje, w ktérych wskaznik drapieznictwa nie moze zréwnowazyé wzrostowi
populacji mszyc? Przedstaw swoje wyniki za pomocq statych K, a, .

Krzysztof Topolski
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