1 Wyktad 2

1.1 Szybko$¢ zmain.

Fizyk moze bada¢ ruch spadajacej kuli, wykonujac zdjecia stroboskopowe w ustalonych
odstepach czasu, a nastepnie sklei¢ je obok siebie, aby uzyskaé zapis pozycji pitki w czasie.
W podobny sposéb biolodzy komoérkowi badaja ruch biatka wewnatrz zywych komorek.
Po pierwsze, biatka sa znakowane fluorescencyjnymi ”znacznikami” (dzigki temu sa wi-
doczne na obrazach mikroskopowych). Nastepnie obrazy cienkich paskéw obszaru komorki
sa wykonywane w ustalonych odstepach czasu, w regionach, przez ktére ”Swiecace” (flu-
orescencyjne) biatka poruszaja sie. Wreszcie te cienkie paski sa ”sklejane” razem, aby
utworzy¢ zapis pozycji biatka w czasie. Przyktad tak przygotowanego obrazu pokazano
na rysunku 1.1
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Rysunek 1: Kimograf otrzymany na podstawie aksonu kory noworodkowej szczura powstaly
przez $ledzenie znakowanego biatka przyczepnego do dodatnich konicow rosnacych mikrotubuli.
Powstate w ten sposéb mikrotubulne ”komety” ujawniajg kierunek wzrostu mikrotubul. Ponie-
waz prawie wszystkie mikrotubule aksonalne sg zorganizowane w orientacji dodatnio-koncowo-
dystalnej, to réwniez ujawnia orientacje aksonu. W ten sposéb mozna ustali¢ kierunek ruchow
neurofilamentéw. Poziomy pasek skali, 10 ub. Pionowa podziatka, 1 pun.!

Biolodzy nazywaja takie obrazy kimografami. ”Smugi $wiatta” w takich kimografach po-
zwalaja okresli¢ potozenie znakowanych biatek w czasie, jak rowniez ich predkosé poru-
szania sie w komorce. Pozostaje pytanie, jak szybko poruszaly sie te biatka?

1.2 Temperatura mleka i przepis na jogurt

Przepis na jogurt. Jesli cheesz zrobi¢ jogurt, podgrzej mleko do 88°C' aby zabi¢ bakterie,
a nastepnie ostudz do 40°C'. Dodaj tyzke ”zywego” gotowego jogurtu i utrzymuj miesza-
ning w temperaturze 40°C' przez 7 do 8 godzin. To sprzyja rozwojowi mikroorganizmu
Lactobacillus, ktore zamienig mleko w jogurt.

1Fenn JD, Johnson CM, Peng J, Jung P, Brown A. Kymograph analysis with high temporal resolution
reveals new features of neurofilament transport kinetics. Cytoskeleton. 2018;75, p. 22-41
https://neurofilament.osu.edu/wp-content /uploads/2018/11/Fenn Johnson 2018.pdf



Przyklad 1. (Podgrzewanie i schladzanie mleka.) Przedstawione w tabelach 1 i 2
zestawy pomiarow temperatury w czasie. Uzyj swojego ulubionego oprogramowania, aby
wykresl dane i opisz trendy, ktore widzisz na kazdym wykresie.

Tablica 1. Podgrzewanie mleka.

Czas (min) Temperatura (°C)

0 6,333
0,5 16,111
1,0 25,000
15 33,333
2,0 42,222
2,5 50,000
3,0 57,389
3,5 65,111
4,0 72,167
45 79,000
5,0 85,556

Tablica 2. Ochladzanie mleka.

Czas (min) Teperatura (°C')

0 87,778
2,0 80,000
4,0 73,667
6,0 68,556
8,0 64,444
10,0 60,500
14,0 55,000
18,0 50,556
22,0 46,667
26,0 44,000

Rozwigzanie. Dane przedstawiono na rysunku 2, a punkty sa potaczone linia. Faza
podgrzewania jest pokazana na rysunku (a) (wzrost temperatury odbywa sie w prawie
liniowym tempie). Rysunek (b) przedstawia wykres temperatury stygnacego mleka. Tem-
peratura maleje, ale nachylenie wykresu staje sie z czasem coraz mniejsze co oznacza, ze
szybkos¢ stygniecia mleka zmiesza si¢ wraz ze spadkiem jego temperatury.



Faza podgrzewania mleka.
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Rysunek 2: Wykresy funkcji temperatury mleka w zaleznosci od czasu. (a) Wykres zmian tem-
peratury podczas jego podgrzewania. (b) Wykres zmian temperatury podczas jego stygniecia.

Zajmiemy sie opisem tempa zmian podobnych procesow, czyli kwantyfikacji tego, co ro-
zumiemy przez “jak szybko nastepujq zmiany temperatury” w tego rodzaju przyktadach.
Zanim przejdziemy do szczegdltow przyjrzyjmy sie jeszcze dwom przyktadom.

Przyktad 2. (Tuniczyk blekitnopletwy). Przemyst polowowy turiczyka ma wielkq war-
tos¢ ekonomiczng, ale zwigzane jest z nim niebezpieczenstwo przetowienia. Dlatego prowa-
dzone sq szeroko zakrojone badania dotyczqce populacji atlantyckiego tunczyka blekitno-
pletwego (Thunnus thynnus). W tabeli 3 przedstawione sq przyblizone wartosci pomiaréw
potozenia w okresie 2 dni otrzymane na podstawie sledzenie dorostego tunczyka blekitno-
pletwego na pétnocnym Atlantyku za pomocq telemetrii ultradzwiekowe;.?

2M. E. Lutcavage, R. W. Brill, G. B. Skomal, B. C. Chase, J. L. Goldstein, and J. Tutein. Tracking adult
north atlantic bluefin tuna (thunnus thynnus) in the northwestern atlantic using ultrasonic telemetry.
Marine Biology, 137(2), p. 347-358, 2000.



Tablica 3. Dane dotyczace obserwacji tunczyka blekitnoptetwego.

Czas (godziny) Odleglosé Tuniczyk 1 (km) Odleglosé Turiczyk 2 (km)

0 0 0

5 29 32
10 51 95
15 78 30
20 140 111
25 160 125
30 182 150
35 180 180

Rozwigzanie. Jak pokazano na rysunku 3, odlegtos¢ pokonana przez tunczyka numer 1
jest z grubsza proporcjonalny do czasu, poniewaz jego wykres jest z grubsza liniowy (pra-
wie prosta linia). Ta liniowa zalezno$¢ miedzy przebyta odlegtoscia a czasem odpowiada
ruchowi jednostajnemu. Tunczyk numer 2 rozpoczat swoja wedrowke podobnym ruchem
jednostajnym, ale pozniej przyspieszyt. Miedzy 15-ta i 20-ta godzing ptywal znacznie
szybciej.
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Rysunek 3: Wykres odlegtosci przebytej przez dwa blekitnopletwe tunczyki w okresie 35 godzin.

1.3 Ruch jednostajnie przyspieszony

Galileusz wymyslit kilka genialnych eksperymentéw, aby sledzi¢ pozycje spadajacego przed-
miotu. Nastepnie wykorzystat swoje pomiary do iloSciowego okreslenia zwigzku miedzy
catkowita odlegloscig pokonana przez spadajacy obiekt a czasem spadania. Chociaz Gali-
leo nie zrobit tego w sposdb formalny, a jedynie wyrazil ten zwigzek w dos¢ zawity sposob
werbalny to odkrycie to nalezy uznac¢ za niezwykte.



Przyktlad 3. (Wzér Galileusza na wysokosé spadajacego ciata). Galileusz odkryt,
Ze pokonana odlegltosé, y(t), jest proporcjonalna do kwadratu czasu spadania, t.

y(t) = o, (1)

gdzie c jest stalq. Gdy odleglo$é jest mierzona w metrach (m), a czas w sekund (s) stala
c = 4,9m/s?. Korzystanie z wzoru (1) wykres pokonane odleglosci jako funkcje czasu,
przyymujgc t € [0, 2] w odstepach 0,1 s. Polgcz punkty danych i skomentuj ksztalt wykresu.

Po przyjrzeniu si¢ trzem przyktadom danych dotyczacych proceséw zaleznych od czasu,
przejdziemy teraz do iloSciowego okreslenia szybkosci, z jaka zachodzg zmiany w kaz-
dym procesie. Zaczynamy od pojecia sredniej szybkosci zmian, aby ostatecznie okreslié¢
formalnie tempo zmian w dowolnej chwili czasowe;j.

1.4 Nachylenie prostej i szybkos¢ zmian.

W dotychczas oméwionych przyktadach wykredlilismy dane na wykresu staraliSmy sie
opisywaé trendy. Naszym celem jest teraz sformalizowanie idei zmiany i tempa zmian.
Rozwazmy najprostszy przypadek, w ktorym interesujaca nas zmienna y zalezy liniowo
od czasu, t. W niektorych przyktadach taka zaleznosé byto to w przyblizeniu prawdziwa,
(np. rysunek 2(a) lub jeden z wykreséw na rysunku 3). Ten rodzaj relacji jest opisany
przez réwnanie

y(t) = mt +b. (2)

Wykres y wzgledem t jest wowcezas prosta o nachyleniu m przeciecia o§ OY na wysokosci
b.

Definicja 1. (Szybkos$¢ zmian zalezno$ci liniowej). Dla prostej o réwnaiu y(t) =
mt + b tempo zmiany y wzgledem t definiujemy jako stosunek:

Zmiana y
Zmiana t

Fakt. Wspdtezynnik m w réwnaniu y(t) = mt+b linii prostej odpowiada zdefiniowanemu
w definicji 1 tempu zmian zaleznosci liniowe;j.

Dowéd. Biorac dowolne dwa punkty (t1,y1) 1 (t2,y2) lezace na prostej i uzywajac notacji

Ay, At do reprezentowania zmian odpowiednio y i ¢ obliczamy iloraz £

At
Zmianay _ Ay y(ts) —y(h)
Zmiana t At to —t
(mtz +0) — (mt1 +b)  mta—t)
- tg — tl B t2 - tl B

Zatem nachylenie m odpowiada doktadnie pojeciu zmiany y na jednostke czas, ktore odtad
nazywamy tempem zmiany y w odniesieniu do czasu. Nalezy zauwazy¢, ze te obliczenia
prowadza do tego samego wyniku bez wzgledu na to ktére dwa punkty wybieramy na
wykresie proste;j.



2 Szybkosé zmian zjawiska opisanego funkcjs.

Uogo6lnimy idee zmian odnoszace sie do funkcji liniowej na przypadek relacji opisanych
innymi funkcjami niz zalezno$¢ liniowa. Niech y = f(¢) opisuje zwiazek miedzy czasem
t a zmienna y bedaca przedmiotem naszego zainteresowania. Wybierzmy dowolne dwa
punkty (a, f(a)) i (b, f(b)) lezace na wykresie funkcjiy = f(t) i potaczmy te punkty
linia prosta. Odnosimy si¢ do tej linii jako siecznej, a jej nachylenie nazywamy srednia
szybkodcig zmian w przedziale (a, b). Formalna definicja ma postaé

Definicja 2. (Linia sieczna). Sieczna to prosta lgczqca dwa dowolne punkty na wykresie
funkcji.

Definicja 3. (Srednia szybko$é zmian). Srednia szybkosé zmian funkeji y = f(t) na
przedziale a < t < b jest nachyleniem siecznej przechodzqcej przez punkty (a, f(a)) i

(b, f(b)).

Na podstawie powyzszej definicji obliczamy $rednia szybko$¢ zmian f na przedziale czasu
(a, b) jako Srednia szybko$¢ zmian

. Zmiana

Srednia szybkos¢ zmian = 7‘][
Zmiana t
Zauwaz, ze w przeciwienstwie do przypadku liniowego, w przypadku ogélnym srednia
szybko$é¢ zmian zalezy od tego, ktére dwa punkty wybierzemy. Ilustracja tego faktu jest
przedstawiona na rysunku 4.

Rysunek 4: Szybko§é zmian funkeji f o wykresie (krzywa przerywana) przechodzacym przez
punkty (a, f(a)) i (b, f(b)) oraz dwie sieczne (linia czarna i linia czerwona) o réznym nachyleniu
zaleznym od wyboru punktow.

Przyktad 4. (Srednia szybko$é zmian temperatury mleka).Skorzystaj z danych w
tabelach 1 1 2, aby obliczyc srednig zmiane temperatury w przedziale czasowym 2 <t < 4
mainut w przypadku chliodzenia mleka. Powtorz obliczenia w podobnym przedziale czasu dla
procesu podgrzewania.

Zapisz rownanie sieczne] przechodzqcej przez punkty danych dlat = 2 it = 4 dla fazy
0grZewania.



Definicja 4. (Predkosé érednia). Srednia predkodé dla poruszajacego sie ciala w prze-
dziale czasu a < t < b jest srednig szybkoscig zmiany odlegtosci w danym przedziale czasu.

Przyktad 5. (Predkos$é tunczyka blekitnopltetwego). Korzystajoc z danych dotyczq-
cych tunczyka blekitnoptetwego z tabeli 3, aby odpowiedzieé na nastepujgce pytania:

(a) Okresl $redniq predkosé kazdej z tych dwdch ryb w ciggu 35 godzin pokazano na ry-
sunku.

(a) Jaka jest najszybsza Srednia predkosé pokazana na tym rysunku i nad czym przedzial
czasu i dla jakich ryb to wystgpito?
Mozemy rozszerzy¢ definicje Sredniej szybkosci zmian na dowolna funkcje f(z).

Definicja 5. (Srednia szybkos$é zmian funkcji). Zaldzmy, ze y = f(z) jest funkcjq
zmiennej x. Srednia szybkosé zmian f miedzy dwoma punktami xqg © xog + h jest okreslona

przez
Zmiana f_ Af_ fl@o+h) = f(wo) _ flwo+h) = flwo) (3)
Zmiana v At (xo + h) — x¢ h .

Tutaj h jest réznicg wspodtrzednych zmiennej x. Powyzszy wspotczynnik jest nachyleniem
siecznej pokazanej na rysunku 7.
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Rysunek 5: Wykres funkcji f(z) (linia przerywana) z sieczna przechodzaca przez punkty
(xo, f(x0)) i (xo + h, f(xo + h)). Nachylenie siecznej jest $rednia szybkoscia zmian f na po-
danym przedziale.

Przyklad 6. (Predkosé $rednia spadajacego ciata). Rozwazimy swobodny spadek
ciata. Zatozimy, ze catkowita odleglosé pokonana w czasie t jest okreslona réwnaniem

y(t) = ct?.

Wyznacz predkosé srednig v ciata w przedziale czasu ty <t < tg+ h.



Rozwigzanie. Obliczamy $rednig predkos¢ w nastepujacy sposob:

_ y(to + h) — y(to)

o= h «—— (definicja $redniej predkosci)
2 _ 2
— c(to + h)h c(to) «— postaé¢ funkcji y
_ (t3 + 2hto + h*) — t2
h

<2ht0 + h2>

= C _—
h

= C<2t0 + h)

Srednia predkosé w przedziale czasu ty < t < to + h wynosi o = c(2ty + h).

2.1 Od s$redniej do chwilowej szybkosci zmian.

W celu przejscia od definicji $redniej zmiany do zdefiniowania zmiany chwilowej wystar-
czy dokonaé procesu “zmniejszanie odstepow czasu miedzy pomiary” az do momentu gdy
odstep ten bedzie rowny zero. Do obliczaliSmy $rednia zmiane na skonczonym przedziale.
Naszym celem okreslenie zmiany w kazdym wybranym punkcie. Chcemy okresli¢ szybkosé
z jakim przebiega proces w dowolnej ale ustalonej chwili. Zeby to zrobi¢, najpierw powin-
nismy zwiekszajac czestotliwos¢ z jaka dokonujemy pomiaréw co pozwoli nam poprawic
doktadno$é¢ z jaka okreslamy srednig zmiane w poblizu wybranego punktu dla ktorego
chcemy okredli¢ zmiane chwilowa.

Przyktad 7. (Wysoko$é spadajacego przedmiotu). Analizujemy coraz doktadniejsze
dane dotyczace wysokosci spadajacego swobodnie ciata w polu grawitacyjnym. Rysunek
10(a) przedstawia trzy obrazy stroboskopowe, z ktérych kazdy daje kolejne pionowe po-
zycje ciala spadajacego z wysokosci 20m w czasie 2 s.
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Rysunek 6: Dane dotyczace wysokosci Y ciala zaczynajacego w chwili ¢ = 0 spadaé¢ z wyso-
kosci 20 m. Pozycje ciala sa zaznaczane w odstepach czasu (At = 0,5, 0,2, 0,1). Rysunek (a)
przedstawia obrazy stroboskopowe natomiast rysunek (b) to wykresy Y w funkcji czasu t.

Potozenie ciala podawane sie najpierw w odstepach At = 0,5 sekundy, nastepnie w od-
stepach At = 0,1 i ostatecznie At = 0,05s. Na rysunku 10(b), przedstawiono wykres
wysokosci Y = Yy — ct? wzgledem czasu t. Odlegloéé pokonana przez cialo jest nadal opi-
sana funkcja y(t) = ct?, zgodnie z obserwacja dokonang przez Galileusza. Zbierajac dane
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w w wiegkszej liczbie punktéw czasowych, mozemy okresli¢ ”predkosé” ciata z wigksza
doktadnoscia. Dodatkowo, rozwazanie coraz mniejszych odstepow czasu pozwala nam na
zdefiniowanie predko$ci chwilowej.

2.2 Predkos¢ chwilowa.

Wiemy, ze predkos¢ w przedziale mozna obliczy¢, znajdujac nachylenie siecznej taczacej
punkty koncowe tego przedziatu. Nachylenie siecznej na rysunku 10(b) jest bardziej strome
pod koniec przedziatu czasu niz na poczatku. Fakt ten odzwierciedla nasza obserwacje z
zycia codziennego, predko$é¢ spadajacego obiektu rosnie w miare uptywu czasu. Majac
to na uwadze, aby zdefiniowaé¢ predko$é¢ chwilowg w ustalonej chwili ¢y, musimy obliczy¢
srednie predkosci w malejacych odstepach czasu tg < t < ty + h, a nastepnie rozwali¢ aby
h malato do zera.

Uwaga. Bedziemy uzywac notacji h — 0 do oznaczania faktu kurczenia sie dlugosci
przedziatu czasowego do zera.

Na przyktad sprawiamy, ze stroboskop miga coraz szybciej, tak ze At = (to + h) — ty =
h — 0. Na kazdym etapie obliczamy s$rednig predkosé v dla przedziatu tg <t < tg + h.
Konstruujac w ten sposéb coraz doktadniejsze pomiary mozemy dojsé¢ wartosci predkodci,
ktora okredlamy jako predkosé chwilowg. Liczba ta oznacza predkos$é¢ ciata w chwili
t = to.

Definicja 6. (Predko$é chwilowa). Predkosé chwilowg w chwili ty, oznaczana przez
v(ty) jest zdefiniowany jako

U(to) = }1111}% 17,
gdzie v jest srednig predkosciqg w przedziale czasu to < t < to+ h. Innymi stowy,

t h) —y(t
v(to):}llig%y(o—i_ Z y( 0).

Uwaga. Bardziej szczegotowo omowimy znaczenie zapisu limy, .o w dalszej cze$ci wyktadu.

Przyktad 8. (Obliczanie predkosci chwilowej). Korzystajac z zaleznosci

y(t) = ct?,
oblicz chwilowa predkos¢ spadajacego ciata w ustalonej chwili t.

Rozwigzanie. ZnalezliSmy juz srednia predkos$é¢ spadajacego obiektu w przedziale czasu
to < t < to+ h w przyktadzie 6, uzyskujac wynik, v = ¢(2tg + h).
Na mocy definicji 6, otrzymujemy

U(to) = }ILIE%T) = }ILIE)T(IJ C(2t0 + h) = QCto.
Tutaj uzyliSmy faktu, ze wyrazenie ¢(2ty + h) zbliza sie do 2cty gdy h maleje do zera.
Wymnik ten obowiazuje dla dowolnej chwili czasowej to. Mowiac bardziej ogdlnie, mozemy
powiedzie¢, ze w chwili ¢ predkosé chwilowa wynosi v(t) = 2ct. Na przyktad dla ¢ =
4,9m/s* (spadek swobodny w polu grawitacyjnym Ziemi), predko$é po czasie t = 1s od
momentu poczatkowego wynosi v(1) =9,8m/s.
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2.3 Wprowadzenie do pojecia pochodnej.
Jestesmy gotowi do zdefiniowania pochodne;j.

Definicja 7. (Pochodna). Pochodna funkcji y = f(x) w punkcie xo jest tym samym, co
chwilowe tempo zmian funkcji f w punkcie xo. Pochodna funkcji y = f(x), w punkcie xo,
jest oznaczana przez % |, lub f'(z0) i zdefiniowane jako
dy [f (xo + h) — f(zo)]
dx h ‘

o= (20) = lim

Mozemy to wykorzysta¢ do zaktualizowania definicji predkoséci chwilowej.

Definicja 8. (Predko$é). Jesli y = f(t) jest poloZeniem obiektu w chwili t, to pochodna
f'(to) dla ty jest réwna predkosci chwilowej, zwang réwniez po prostu predkoscig obiektu
w chwili to.

Przyktad 9. (Obliczanie pochodnej funkcji). Oblicz pochodng funkcji f(z) = Cz* w
punkcie T = x.

Rozwiagzanie. Dla y = f(r) = C2? mamy

dy .. flx+h)— f(x)
dr —oam h
_ C(z + h)* — Cx?
= A h
2 2N .2
_ limC’<(x + 2zh + h?) $>
h—0 h
2
_ i o2+ R
h—0 h

= }llin% C(2z + h) = 2Cx.

Przyjmujac za © = xy otrzymujemy odpowiedz 2C'x,.

Uwaga. Uzywane sq rézne notacje do oznaczenia pochodnej f(x) = y. Kazdy z ponizszych
sposobow notacji mogq Panstwo spotkac w literaturze.

d d d
ra. L Lpw), o Y b, Dy

Te zapisy ewoluowaly ze wzgledow historycznych 1 sq uzywane zamiennie do dzis. Nato-
miast w fizyce pochodna po czasie, na przyklad funkcji x(t) opisujgcej polozenie jakiegos

obiektu fizycznego w chwili t jest tradycyjnie oznaczana = czyli kropkg nad symbolem funk-
cji.

Krzysztof Topolski
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