1 Wyktad 3

W poprzednim wyktadzie polaczyliSmy dwa pojecia: $rednie tempo zmian (nachylenie
siecznej linii) i chwilowe tempo zmian (pochodna). Wprowadziliémy podstawy sposobow
obliczania pochodnej funkcji. Wymagato to wprowadzenia pojecia granicy. Poniewaz poje-
cie granicy odgrywa bardzo wazna role nie tylko w rachunku rézniczkowym, ale réwniez w
innych dziatach matematyki wiec pojecie to zastugujace na doktadniejsze omowienie. Jed-
nym z celow tego wyktadu jest rozwazenie technicznych aspektow pojecia granicy funkcji
w punkcie. Pozwoli to nam na formalne zdefiniowanie pojecia pochodnej oraz umozliwi
efektywne obliczanie pochodnych funkcji elementarnych takich jak na przyktad wielomia-
ny, funkcje wyktadnicze czy tez funkcje trygonometryczne. Najpierw jednak spojrzymy
na pochodna z punktu widzenia geometrii. Pokazemy mianowicie, ze lokalne zachowanie
funkcji f w otoczeniu wybranego punktu xg z jej dziedziny mozna opisa¢ w terminach
prostej stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie (zg, f(xo)).

1.1 Lokalnie wykres funkcji wyglada jak linia prosta.

Rozwazymy " dobrze zachowujace si¢” funkcje, ktorych wykresy sa ”ciagte” i ” gtadkie”, w
przeciwienstwie do dyskretnego zbioru punktéw danych z poprzedniego wyktadu. Posta-
ramy sie wykazaé zwiazek pomiedzy pochodng funkcji z lokalnym ksztaltem jej wykresu.
Przez zachowanie lokalne rozumiemy ksztatt, ktéry otrzymujemy, gdy patrzymy na wykres
w coraz wiekszym powiekszeniu. Wyobrazmy sobie, ze uzywamy mikroskopu, w ktorym
srodek pola widzenia jest interesujacym nas punktem. W miare powigkszania wykres wy-
glada coraz bardziej ptasko, az w koncu mozemy zaobserwowaé prawie, ze linie prosta.
Rysunek rysunku 1 obrazuje ta idee.
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Rysunek 1: Powiekszenie wykresu y = f(z) = z
"wyglada jak” linia prosta. Nachylenie tej stycznej jest pochodna funkcji y = f(z) = 2% — 2 w

punkcie x = 1, 5.

Prosta styczna do wykresu funkcji w punkcie z(, to prosta, ktéra ”zobaczymy”,
gdy powiekszymy wykres funkcji gtadkiej w tym punkcie.

Definicja 1. (Definicja geometryczna pochodnej) Nachylenie stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie o wspdtrzednych (xq, f(xo)) jest oznaczane jako pochodna funkcji f
w danym punkcie xg.



Przyktad 1. (Powiekszanie wykresu wielomianu). Rozwazmy funkcje y = f(z) =
23 — x, ktérej wykres jest pokazany na rysunek 1, oraz punkt x = 1,5. Wyznacz prosta

styczng do wykres tej funkcji w punkcie x.

Rozwigzanie. Wykresy funkcji w kolejnych powiekszeniach sa pokazany na oddzielnych
fragmentach rysunku 1, gdzie interesujacy nas punkt (1,5 f(1,5)) jest zaznaczony czer-
wong kropka. Mozemy zaobserwowac, ze lokalnie wykres przypomina lini¢ prosta. To jest
prosta styczna do wykresu funkcji f(x) w punkcie z = 1, 5.

Przyktad 2. (Powiekszanie wykresu funkcji trygonometrycznej sin(x)). Wyznacz
pochodng funkcji f(x) = sin(z) dla x = 0 przez pomocy powiekszenie jej wykres w poczgtku
uktadu. Zapisz rownanie prostej stycznej w tym punkcie.

Rozwigzanie. Na rysunku 2 powiekszamy wykres funkcji sin(z), w punkcie z = 0 wy-
kresie funkeji sin(z). Sekwencja przyblizeni prowadzi do prostej (skrajny prawy fragment
rysunku), ktorg identyfikujemy jako prosta styczna do funkcji sin(x) przy x = 0. Na wy-
kresie mozemy zaobserwowaé, ze nachylenie tej prostej stycznej jest rowne 1. Tak wiec
méwimy, ze pochodna funkcji f(z) = sin(x) w punkcie x = 0 jest réwna 1 i piszemy
f(0) = 1, aby to oznaczy¢. Poniewaz prosta przechodzaca przez punkt o wspotrzednych
(0,0) i ma nachyleniu 1, ma réwnanie to y = z, mozemy powiedzie¢, ze w otoczeniu
punktu x = 0 wykres y = sin(z) wyglada bardzo podobnie do prostej y = x.

Rysunek 2: Powiekszenie wykresu funkcji y = f(z) = sin(x), w punkcie x = 0. Ostatecznie
wykres przypomina prosta o nachyleniu réwnym 1. Jest to styczna do wykresu funkcji y =
f(z) = sin(z), w punkcie x = 0. Tak wigc pochodna f(x) = sin(z) w punkcie z = 0 jest réwna
1.

Tak zdefiniowana pochodna funkcji moze nie istnie¢. Jesli na przyktad wykres funkeji ma
w pewnym punkcie "szpic” lub jest nieciggta, to nie istnieje pojedyncza prosta opisujaca
jej lokalne zachowanie. Na przyktad na rysunku 3 widzimy dwie wyrazne linie spotykajace
sie tworzac ”szpic”. Powigkszanie w okolicach nieciggtosci prowadzi do innego problemu:
w ogdble nie ma prostej stycznej, jak na rysunku 4. Wreszcie w przypadku funkcja takiej
jak f(z) = %, ktora ma osobliwo$¢ w punkcie x = 0, pojawia si¢ linia pionowa, ktérej
nachylenie jest nieskonczone. We wszystkich takich przypadkach moéwimy, ze funkcja nie
ma stycznej, a jej pochodna nie jest zdefiniowana w tym punkcie.



Rysunek 3: Funkcja nie ma linii stycznej w miejscu gdzie pojawia sie ”szpic”, a wiec pochodna
tej funkcji nie jest w tym punkcie zdefiniowana
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Rysunek 4: Powiekszanie funkcji w punkcie nieciaglodci nie wskazuje zadnej prostej, ktora
mozna uznaé za styczna.

1.2 Od funkcji do szkicu jej pochodnej.

Styczna do wykresu funkcji zmienia swoje nachylenie wraz ze zmiana punktu, w ktéorym
wyznaczamy styczna. Oznacza to, ze sama pochodna f’(x) jest rowniez funkcja. Tutaj roz-
wazymy zwiazek miedzy tymi dwiema funkcjami, funkcja f(x) oraz jej pochodna f'(z).
W tym celu na podstawie wykresu funkeji f(z) oraz definicji pochodnej w punkcie jako
nachylenia stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie do naszkicujemy wykres funk-
cji pochodnej f’(x). Tak otrzymany odreczny szkic jest przyblizona, ale ilustruje wazne
elementy.

Przyktad 3. Rozwazimy funkcje z rysunku 5. Narysujemy stycznych w kilku wybranych
roznych punktach wzdtuz wykresu funkcji, © wyznacz w ten sposob wartosé funkcyi pochodnej
w tych punktach.

Rysunek 5: Wykres funkcji, ktérej funkcje pochodnej szkicujemy.



Rozwigzanie. Na rysunku 6 najpierw szkicujemy kilka stycznych wzdtuz wykresu funkcji
f(z). Skoncentrujemy nasza uwage na nachyleniach (a nie na wysokosci, dtugosci lub
innych wtasciwosciach) otrzymanych linii. Kopiujac te linie pod wykresem, szacujemy
ich nachylenia (otrzymujemy w ten sposéb przyblizone wartosci liczbowe pochodnych).
Zgodnie z konwencja ”czytamy” wykres od lewej do prawej. Nachylenia zobrazowane na
rysunku 6 sa najpierw dodatnie, potem zero, potem ujemne, ponownie rosna do wartosci
zero a potem sg dodatnie.
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Rysunek 6: Styczne w kilku wybranych punktach do wykresu funkeji z rysunku 5.

Istnieja dwie lokalizacje z zerowym nachyleniem (poziome kreski). Nastepnie na rysun-
ku 7 przedstawiamy przyblizone wartosci nachylen. Pomimo, ze w ten sposob okreslamy
przyblizone wartosci funkcji pochodnej jedynie w kilku punktach, jesteSmy w stanie okre-
sli¢ trendy: funkcja pochodna ma dwa zera i opada ponizej osi miedzy tymi miejscami.
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Rysunek 7: Szkic wykresu funkcji pochodne;j.

Na rysunku 7 wykreslamy, jak w stosunku do oryginalnego wykresu funkcji f(x) zachowuje
sie funkcja jej pochodnej f'(z).

W opisany powyzej sposéb mozemy tatwo wywnioskowac, ze pochodna dowolnej funkcji
statej, f(z) = ¢, wynosi zero oraz, ze pochodna funkcji tozsamosciowej f(x) = z to 1.
Pochodna funkcji f(x) = kz to k.



1.3 Silniki molekularne.

Mikrotubule (MT) to dtugie, przypominajace preciki struktury komérkowe, ktére w zy-
wych komorkach petnig funkcje strukturalne i transportowe. Biorac pod uwage fakt, ze
ludzkie komoérki nerwowe moga mie¢ do 1 metra dhugosci, przeniesienie materialow z
miejsc gdzie sg one w komoérki wytwarzane do znacznie oddalonych miejsc, gdzie sa po-
trzebne do proceséw naprawczych lub metabolizmu stwarza to nie lada wyzwanie dla ko-
morki. Mikrotubule dziatajg jak autostrady dla ”"silnikow molekularnych”, biatek, ktore
"jezdza” po tych trasach, transportujac niezbedny tadunek. Mikrotubule majg rézne kon-
ce (zwane koncami ”plus” 1 "minus”). Niektore silniki specjalizuja si¢ w ruchu w kierunku
korica +, podczas gdy inne poruszaja sie w kierunku korica —.! Rysunek 10 to schematycz-
ny diagram kinezyny (reprezentowany przez litere k), silnik skierowany na koniec dodatni.
Jak pokazano na rysunku, kinezyna moze zeskoczy¢ z jednego MT i skierowac sie na inny
MT, wskazujac w przeciwnym kierunku.
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Rysunek 8: Molekularna kinezyna motoryczna idzie w kierunku konca ”plus” mikrotubuli. Moze
odlaczy¢ sie i ponownie podlaczy¢ do innej mikrotubuli.

Przyktad 7. (Ruch silnikéw molekularnych). Przemieszczenie y(t) w czasie trans-
portowanego pecherzyka pokazano na rysunku 10.

(a) Naszkicuj odpowiednig chwilowa predkos$¢ v(t) dla tego pecherzyka.
(b) Uzyj swojego szkicu, aby wyjasnié, co dzieje sie z kinezyna niosaca ten pecherzyk.
Rozwigzanie.

(a) Wykres na rysunku 11 (a) sktada sie z odcinkéw prostych linii z ostrymi naroznikami
(guzkami). Na kazdym z tych odcinkéw linii nachylenie % (co odpowiada predkosci
chwilowej, v (t)) jest state. Segmenty o dodatnim nachyleniu odpowiadaja ruchowi
w prawo (jak w gérnej Sciezce mikrotubul na rysunku 3.10. W okresach, w ktorych
nachylenie jest ujemne, ruch jest w lewo. Gdy nachylenie wynosi zero (wykres pla-
ski), pecherzyk byt nieruchomy . Na rysunku 11 (b) naszkicujemy wykres predkosci
chwilowej, v(t). Zauwaz, ze v(t), ktore jest pochodna y(t), nie jest zdefiniowane w
punktach, w ktérych y(¢) ma "rogi”.

(b) Na podstawie rysunku 11 (b), silnik kinezynowy poruszal si¢ na mikrotubuli skie-
rowanej w prawo, nastepnie przeskakiwano na mikrotubule skierowang w lewo, a
nastepnie wskoczyt z powrotem do mikrotubuli zwroconej w prawo. Przez krotki
czas utknal lub zostal odlaczony od $ciezek mikrotubuli (cze$é¢ stacjonarna). W
koncu wskoczyt na poruszajaca si¢ w lewo mikrotubulg.

thttps:/ /www.youtube.com/watch?v=IMIliGsOqA8k
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Rysunek 9: Silniki molekularne: (a) przemieszczenie pecherzyka. (b) predkosé pecherzyka.

1.4 Podejscie analityczne do pojecia pochodnej.

Zaczniemy od wprowadzenia pewnego zagadnienia technicznego a mianowicie pojecia
funkcji ciggtej, w przypadku ktorej ponownie skorzystamy z pojecia granicy. Funkcje
ciggle juz sie pojawity w tresci wyktadow. Niektore z funkcji ciagtych juz analizowalismy
(funkcje potegowa, wielomianowsa i wymierng). Intuicyjnie na wykresie funkcji ciagtej kaz-
dy punkt jest potaczony z sasiednimi punktami. Na przyktad funkcja potegowa o rownaniu
y(t) = ct? jest ciagle dla wszystkich wartosci ¢, podczas gdy funkcja taka jak y(z) = /z
jest ciagta i zdefiniowana jako liczba rzeczywista tylko dla z > 0. Funkcja y(z) = ﬁ
jest zdefiniowana i ciagta dla = # —1(poniewaz dzielenie przez zero jest niezdefiniowa-
ne). Teraz postaramy sie uczyni¢ te intuicje bardziej precyzyjnymi. Mozemy to zrobié
dzieki formalnej definicji opartej na koncepcji granicy. Najpierw okreslamy, co to oznacza
dla funkcji, aby byla ciggla, a nastepnie pokazemy, jak w jaki spos6b mozna wyznaczaé

granice.
Definicja 3. (Funkcja ciagla). Méwimy, Ze funkcja f(x) jest ciggle w punkcie v = a
nalezgeym do dziedziny funkcyi f, jesli

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Rozumiemy przez to, ze funkcja jest zdefiniowana dla z = a, oraz ze ?7powyzsza granica
istnieje 1 jest réwna wartosci, jaka funkcja przyjmuje w danym punkcie x = a, czyli
f(a). Ta definicja sktada sie z dwdch waznych czesci. Po pierwsze, funkcja powinna byé
zdefiniowana w punkcie w ktérym badamy jej ciaglosé, a po drugie, wartos¢ przypisana
przez funkcje musi "pasowaé do lokalnego zachowania” w sensie granicy. Wyklucza to
"skoki” wartosci funkeji czyli lub ”przerwy” na wykresie. Jesli warunki podane w definicji
nie sg spetnione w pewnym punkcie zy, to méwimy, ze funkcja jest nieciagta xy. Podamy
kilka przyktadow, aby pokazaé rézne rodzaje nieciggtosci, z ktérymi mozemy sie spotkac.



Funkcja z ”dziurg w swoim wykresie”. Rozwazmy funkcje postaci

(x —a)*

(z—a)

fx) =

Wtedy, jesli x # a, mozemy licznik i mianownik podzieli¢ przez wspolny czynnik i otrzy-
maé (x — a). Dla z = a funkcja nie jest zdefiniowana. Tak wiec

f(x)_(x—a)2_{x—a r#a

"~ (v —a) | niezdefiniowana 2z = a.

Mimo ze funkcja nie jest zdefiniowana dla x = a, nadal mozemy wyznaczy¢ granice f,
gdy x dazy do a.

. . (z—a)* . .
lim f(x) = lim —— = lim(x —a) = limz — a = 0,
r—a f( ) r—a (:L‘ — a) CL’*)CL( ) r—a
i powiedzmy, ze ”granica, gdy z zbliza sie do a” istnieje i jest rowna 0. Méwimy réowniez,
ze funkcja ma usuwalng nieciagtos¢. Jesli dodamy punkt a do zbioru punktéw, w ktérych
funkcja jest zdefiniowana i jednoczesnie okreslimy wartos¢ funkcje w punkcie a réwng 0
to otrzymamy funkcje ciagla, identyczna z funkcja (z — a).

Funkcja z nieciggloscig skoku. Rozwazmy funkcje

f(m):{q r<a

1 T > a.

Moéwimy, ze funkcja ma nieciggtosé typu skoku w punkcie z = a. Zblizajac si¢ do punk-
tu niecigglosci, zauwazamy, ze funkcja ma dwie rézne wartosci, w zaleznosci od kierunku
podejscia. Formalnie, uzywajac pojecia granic prawostronnej i lewostronnej,

Jim f(z) =1, lim f(z) =1,
UzyliSmy symbolu lim,_,,_ do oznaczenia zblizania sie do aod lewej strony oraz symbolu

lim, ... do oznaczenia zblizani si¢ do a z prawej strony. Poniewaz lewe i prawe granice sa
nierowne, méwimy, ze " granica nie istnieje”.

Funkcja z nieciggloscig typu eksplozji. Rozwazmy funkcje

1
f(l’): ({L’—a)‘

Gdy x zbliza si¢ do a, mianownik zbliza si¢ do 0, a warto$¢ funkcji rosnie do nieskoriczo-
nosci. Méwimy, ze funkcja ”eksploduje” w punkcie z = a i ze granica, lim, ., f(z), nie
istnieje. Rysunek 12 ilustruje roznice miedzy funkcjami, ktére sa ciagle wszedzie, tymi,
ktore maja " przerwe” w swoim wykresie i tymi, ktore maja nieciggtosé skoku lub eksplozji
dla pewnego a.
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Rysunek 10: Na rysunku od lewej do prawej: wykres funkcji ciaglej, funkcji nieciaglej z ” dziurg”
w wykresie, funkcji z niecigglodcia typu skoku oraz funkcji z nieciagtoscia typu eksplozji.

Przykltady granic. Przeanalizujemy teraz kilka przyktadow granic punktowych funkcji.
Wiecej szczegdtéw na temat wlasnosci granic i sposobu ich obliczania poznamy w dalszej
czesci kolejnych wyktadach.

Na mocy definicji 3, aby obliczy¢ granice dowolnej funkcji w punkcie ciagtodci wystarczy
wyznaczy¢ wartos¢ tej funkcji w tym punkcie.

Przyktad 8. Wyznacz nastepujgce granice:

(a) lim, 3(z* +2),

(b) lim,_; —5,

Rozwigzanie. W kazdym przykltadzie funkcja, ktérej granice w punkcie wyznaczamy

jest ciagta w tym punkcie (odpowiednio przy x = 3, 1, 10). Dlatego po prostu wyliczymy
warto$¢ funkcji w tym punkcie, aby otrzymac

(a) lim, 3(z? +2) =3*+2=11,

(C) limm_>10 lJer = %

Przyktad 9. Oblicz granice nastepujgcych funkcji. Zauwaz, zZe kazda z nich ma dajgcg
sie usunqc nieciggto$¢ (7dziura w jej wykresie”).

(a) lim, 520249

(b) lim,_,_, 32

Rozwigzanie. Najpierw przedstawimy funkcje w réwnowaznej postaci, ktéra pozwoli
nam, w prosty sposéb, obliczy¢ ich granice punktowe.

(a) lim, g 22029 = Jim, 5 =90 = lim, _s(z — 3) = 0.

(b) lim, .y =352 — lim,_ SHUED —lim, (2 +2) = 1.



Czasami wyznaczenie granicy wymaga gtebszego namystu i nie polega jedynie na oblicze-
niu wartosci badanej funkcji czy przeksztalceniu jej postaci.

Przyktad 10. (Zachowanie si¢ funkcja sin(z) w poblizu zera).

lim sin(z)

z—0 €T

= 1.

Rysunek 11 przedstawia wykresy funkcji sin(x) i funkcji g(x) = = w okolicach zera. Z
rysunku mozna wywnioskowaé, ze w poblizu punktu x = 0 funkcja sin(z) zachowuje sie
podobnie jak funkcja tozsamosciowa czyli, ze dla matych, co do modutu, wartosci z

sin(z) ~x lub sin(z) ~ 1,
x
co jest to rownowazne z faktem, ze
lim S02)
z—0 €T

Mozna to wyrazi¢ stownie, ”gdy x zbliza sie do zera, granica Sinx(x) wynosi 1.” Fakt ten

jest pomocna na przyktad przy wyznaczaniu pochodnych funkcji trygonometrycznych.

Korzystajac teraz z pojecia granicy funkcji w punkcie mozemy w sposéb formalny wyzna-
czaé¢ pochodne funkcji.

Przyktad 11. (Pochodna funkcji liniowej). Przy uzyciu definicji pochodnej, oblicz
pochodng funkcji f(z) = Bx + C.

Rozwigzanie. UzyliSmy juz metody geometrycznej, aby znalez¢ pochodna funkeji linio-
wej. Tutaj wykonujemy formalne obliczenia:

oy — LN =)

lim Y (zacznamy od definicji)

_ o B4 )+ C = [Br+C]
— h

. Bx+Bh+C—-Bx—-C
hg(l) h

(korzystamy z postaci funkeji)

(rozwijamy licznik)

= lim — (upraszczamy)

W ten sposéb obliczyliSmy z definicji pochodng funkcji f(x) = Bx + C' i otrzymalismy
jako wynik f'(z) = B.



Przyktad 12 (Pochodna funkcji sze$ciennej). Oblicz pochodna funkcji f(x) = Ka3.

Rozwigzanie. Dla f(z) = Kz® mamy

af f(a+ 1) — fx)

ir N h
3 _ poo3
— m K(x+h)?— Kz
h—0 h
_ lmK (23 + 32%h + 3zh® + h?) — 2°
h—0 h
2 2 | p3
::lmﬂ(@xh+3ﬂz+h)
h—0 h

= lm K (3% + 3xh + h?)

= lim 3K2z? + lim 3zh + lim h?
h—0 h—0 h—0

= 3Ka*
Zatem pochodna f(z) = K23 to f'(z) = 3Kz?.
Przyktad 13. Wyznacz z definicji f'(1) dla funkcji f(

x)zi

Rozwiazanie. Najpierw obliczymy z definicji pochodna funkeji f(z) = % w dowolnym
punkcie z jej dziedziny, a nastepnie podstawiajac za r = 1 wyznaczymy f'(1).

flz+h) - f(z)

fz) = lim h
11
_ ,llli% x-i-hh z
e
h—0 h
= lim_ih
h—0 hx(x + h)
= lim =t = i
h—0 z(x + h) x?

Zatem pochodna funkcji f(z) = 1/x to funkcja f'(x)
przyjmuje wartosé¢ f'(x)(1) = —1.

_1
= T2

ktora w punkcie x = 1

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ na przyktad pochodna funkcji pierwiastek kwadra-

towy,

1

f@)=vE = fla) =5
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