1 Wyklad 4. (Reguly rézniczkowania).

Na poprzednim wykltadzie, wykorzystujac pojecie granicy funkcji, zdefiniowaliémy pochodng
funkeji, y = f(x), przez

Wy HE D) = @)

dx h—0 h
Korzystajac z tego wzoru obliczyliSmy pochodne kilku funkcji potegowych. Podczas tego wykta-
du postaramy sie na podstawie dotychczasowej wiedzy wyprowadzi¢ kilka uzytecznych wlasnosci
pochodnej, regut rézniczkowania oraz obliczy¢ pochodne kilku podstawowych funkcji. Wszystkie
te fakty okaza sie przydatne w przypadku typowych zastosowaniach rachunku rézniczkowego,
ktére zostang omowione w dalszej czesci wyktadow.

1.1 Zasady roézniczkowania.

ObliczyliSmy juz pochodne kilku funkcji potggowych.

fley=C = f'(x)=0,
f(w)—flf = fl@)=1,
fz) = = f(z) =2z,
fz) = = fl(x) =32%

Wyniki te sugeruja, ze pochodna funkcji potegowej jest rowniez funkcja potegowa: dla ktérej
potega funkcji rézniczkowalnej staje sie wspdtczynnikiem, a potega jest zmniejszana o 1. Tak
wiec chcemy pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n € N pochodna funkeji f(x) = 2™ jest
réwna f'(x) = nz""!. Formalnie pokazemy, ze jest to prawda w dalszej czeéci wykladu, a na
razie po prostu uzywamy tego wyniku dla dowolnej funkcji z potegami caltkowitymi (zamiast
oblicza¢ pochodna za pomoca jej definicja).

Przyktad 1. Znajd? réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) = 42° w punkcie x = 1 i
wyznacz punkt przeciecia tej prostej stycznej z osig 0Y.

Rozwigzanie. Korzystajac z reguty rézniczkowania funkcji potegowych otrzymujemy
f'(x) = 202"

W punkcie z = 1 mamy f’(1) =201 f(1) = 4. To oznacza, ze styczna przechodzi przez punkt o
wspdlrzednych (1,4) i ma nachylenie réwne 20. Zatem jej réwnanie to

—4
Y =20 = y=4420( — 1) = 20z — 16,
T —
Podstawiajac x = 0 w réwnaniu stycznej, znajdujemy punkt przeciecia z osia 0Y y = —16.

Przyklad 2. (Strata energii i temperatura Ziemi). W jednym z przykladéow analizowa-
lismy bilans energetyczny Ziemi. Przyjelismy, Ze réownanie opisujgce szybko$é strat energii z
powierzchni Ziemi zalezy od jej temperatury ¢ ma postac

Eout(T) = dmreaT?.
Oblicz szybkosé zmian tej energii w odniesieniu do temperatura T .

Rozwiazanie. Wielkoéci 7, €, r sa stalymi w tym problemie. Stad szybkosé¢ zmiany (”pochod-
na”) energii wzgledem T,

d Eout

T = E! (T) = (4nr’eq) - 4T3 = (167r2e0)T3.

Korzystajac z wyniku dla pochodnych funkcji potegowych wyznaczymy pochodne wielomiandw.
W tym celu wykorzystamy proste wlasciwosci pochodnej.



1.2 Pochodna jest operacjg liniowa.

Pochodna jest operacja liniowa, czyli:

d Cdf  dg
@ +g@)=--+-
d df

Ogodlnie rzecz biorac, operacja liniowa L jest regutg lub procesem, ktéry spetnia dwie réwnosci:
L[f +g] = L[f]+ Llg],
oraz
Llcf] = cL[f],
gdzie f, g sa obiektami (takimi jak na przyklad funkcje, wektory itp.), na ktérych dziata L, i ¢
jest stalym mmnoznikiem.
1.3 Pochodna wielomianu.

Korzystajac z liniowosci pochodnej, mozemy rozszerzy¢ wzér na pochodna funkeji potegowej na
przypadek dowolnego wielomianu. Przypomnijmy, ze wielomiany sg sumami funkcji potegowych
pomnozonych przez state. Wielomian stopnia n ma postaé

Q(l‘) = apz" + an—lan_l-l"n_l + ...+ a1z + ag,

gdzie wspotczynniki a;, ¢ = 0,1,...,n sg stalymi, a n jest liczba naturalng. Stad pochodna
wielomianu to po prostu suma pochodnych funkeji potegowych (pomnozonych przez stale). tak
wiec formalnie pochodna wielomianu P(x) ma postaé

P'(z) = annz™ !+ ap—1(n — l)ac”_2 +...+a.

tak wiec pochodna wielomianu stopnia n jest wielomianem ale stopnia n—1. Mozemy teraz tatwo
wyznaczy¢ pochodna wielomianu P’ co odpowiada dwukrotnemu zrézniczkowaniu wielomianu
P(z).

[P(2)] = anpn(n — 1)z" 2 + ap_1(n — 1)(n — 2)z"% + ... + a.

Odpowiada to drugiej pochodnej wielomianu P(x). W podobny sposéb mozemy postapi¢ z do-
wolng funkcja, dla ktérej operacja dwukrotnego rézniczkowania moze by¢ przeprowadzona. Jesli
f(x) jest taka funkcja to przez druga pochodna funkcji f(z) rozumiemy

(D) =1rer.

i tak otrzymana funkcje oznaczamy zwykle przez 3275 lub f”.



1.4 Funkcje pierwotne funkcji potegowych i wielomianéw

Majac dana pochodna, mozemy zapytaé, ”jaka funkcje zrézniczkowano aby otrzymac ten wyni-
ku?” Ten odwrotny proces nazywa sie antyrézniczowaniem, a funkcja, ktérej szukamy, nazywana
jest wtedy funkcja pierwotna. jest to operacja odwrotna do operacji rozniczkowania. Pytamy na
przyklad, ktéra funkcja ma jako funkcje pochodng funkcje At™. Czyli szukamy funkcji f(¢), dla
ktorej

f'(t) = At™.

Od razu mozemy zauwazy¢, ze funkcja f(¢) powinna mie¢ potege wicksza o jeden niz funkcja
At™ czyli (n + 1), jednak propozycja f(z) = At"! nie jest calkiem poprawne, poniewaz po
zrozniczkowaniu daje wynik skutkuje réznicowaniem A(n + 1)t". Mozemy jednak to naprawié,
zmieniajac postaé¢ na

n+1

Powstaje jednak pytanie:

Czy to jedyna funkcja, ktéra ma poZgdang wlasciwo$cé?

Wystarczy chwila namystu, aby odkryé, ze ta sama wlasnosé ma funkcja

A
(n+1)

f(t) = "y,

gdzie C' jest dowolna stala.

1.5 Pochodna iloczynu funkcji.

Jak dotad, stosujac regute potegi i liniowos¢ pochodnej, obliczyliSmy pochodne wielomianow.
Tutaj wprowadzimy dwie dodatkowe reguly rézniczkowania funkcji. Pierwsza z nich jest reguta
dotyczaca rézniczkowania funkcji bedacej iloczynem dwoch funkcji.

Regula iloczynu: Jesli f(z) i g(z) sa dwiema funkcjami, z ktérych kazda jest rézniczko-

walna, to
dlf (z)g(x)] _ df(x)
T = gy @)+ == f(x).
Innym zapisem tej reguly jest

Przyktad 3. ZnajdZ pochodng iloczynu dwdch funkcji f(x) =x i g(z) =1+ x.
Rozwigzanie. Zastosowanie reguly iloczynu prowadzi do

dlf(x)g(@)] _dz(l+a)] _ dz] d[(1 + )]
dx N dx  dx (+a)+ dx o

= 1-14z)+1-z

= 2z+1.



Druga regut dotyczy sposobu rézniczkowania funkcji bedacej ilorazem dwdéch funkcji.

Reguta ilorazu: Jedli f(x) i g(x) sa dwiema funkcjami, z ktérych kazda jest rézniczko-
walna, to

dfmwzﬁww—%W@
dz [ g(z) 2 '
Mozemy to réwniez zapisa¢ w formie

f(w)}’ _ f'(@)g(@) — g'(2)f(x)
g(x) lg(z)]? '

—n a

Przyktad 4. Wyznacz pochodng funkcji F(x) = ax™" = 5, gdzie ajest stala, a n jest liczbg
naturalng.

Rozwiazanie. Mozemy funkcje F'(x) przedstawi¢ jako iloraz dwéch funkcji f(z) = aig(x) = z™.

Wtedy F(x) = %, wiec uzycie reguly ilorazu prowadzi do
dF _ f'(z)g(z) — ¢'(x)f(z) 0-2™— (na"1)-a anz™ ! .

R 0 N T =T

Problem 1. (Dynamika aktyny w komorce).

Aktyna jest biatkiem strukturalnym, ktore tworzy diugie widkna i sieci w Zywych komdrkach.
Sie¢ aktynowa jest nieustannie formowana przez lgczenie malych komponentéw (monomeréw
aktyny) i demontowana ponownie. Aby zbadaé ten proces, naukowcy dolgczaja fluorescencyjne
markery do aktyny i obserwujq, jak intensywnosé fluorescencyi zmienia sie w czasie. W w jednym
eksperymencie zastosowano zaréwno czerwone, jak i zielone znaczniki fluorescencyjne. Zielony
znacznik fluoryzuje dopiero po aktywacji tmpulsem Swiatia, natomiast czerwony znacznik jest
stale aktywny. Stwierdzono, Ze intensywnosci czerwonej i zielonej fluorescencji (R, G) spelniajg
nastepujgcy zwigzek:

dR dG
— =(a—bR, — =-bG,
g @R
gdzie a, b sq stalymi, ktére charakteryzujq szybkos$é montazu i demontazu (“rozpadu”) aktyny.
R
Pokaz, ze pochodna, %, moze byé wyrazona w terminach stosunku %.

Problem 2. (Pochodna funkcji Bevertona-Holta). Model Bevertona-Holta dla wzrostu
populacji ryb zostal omowiony w jednym z poprzednich wykiadow. Funkcja ta wigze wielkos$é
populacyi ryb w obecnym roku, y, do wielko$ci populacji ryb w roku poprzednim, x, © ma postac

X

y:f(fv):klm

(gdzie uproscilismy zapis, przyjmujec, * = No, y = Ni). Jak wraZliwa jest tegoroczna popu-
lacja na niewielkie zmiany w liczebnosci zeszlorocznej populacji? Oblicz pochodng dy/dz, aby
odpowiedzie¢ na to pytanie.

1.6 Reguly lancucha - pochodna funkcji zlozonej.

Podamy jeszcze jedna regule rozniczkowania, regute tancucha. Regula ta dotyczy rézniczkowanie
zlozenia funkcji. Szczegolowo omdwimy zastosowanie tej reguty na jednym z kolejnych wyktadow.
Zasada ta rozszerza reguly réznicowania na zlozone funkcje, to znaczy funkcje powstata przez
ztozone dwoch funkcji.



Na przyktad jesli
flu) =", iu=g(x) =32" +1,

to skladaja¢ funkcje g(x) z funkcja f(u) mozemy otrzymaé nowa funkcje
h(z) = flg(x)) = (32" + 1)'°.
Jedli natomiast zlozymy funkcje f(u) z funkcja g(z) to otrzymamy inna funkcje

m(u) = g(f(u)) = 3(u')? +1 = 3u*" + 1.

Zasada tancucha.
Jesli y = f(u) i u = g(x) sa dwiema funkcjami, to pochodna funkcji zlozonej y = h(x) =

f(g(x)) jest réwna
M _dh y  dfdu

dx T dr  du  dudx’

lub w innej notacji

Przyktad 5. Uzyj requly laricuchowej, aby zrézniczkowad funkcje ztozZong

v =flot@) = (3> +1)".

Rozwigzanie. Zastosowanie reguly tancucha daje:
d(f(g(x)) _dy _ df du
dx dr  dudx

Szczegbdly dotyczace korzystania z reguly tancucha i przyktady jej zastosowania odlozymy na

=10u® - 62 = 60(32% +1)°

poznie;j.

Reguta potegi dla poteg utamkowych. Korzystajac z definicji pochodnej, pokazaliSmy juz, ze
pochodna f(z) = /z to f'(x) = ﬁ Ponownie przedstawiamy ten wynik ale tym razem
wykorzystamy fakt, ze \/z = z!/2. Pochodna f(z) = \/z = z'/2 to f'(z) = %x_l/Q. Ten wynik
mozna uogblni¢ na dowolna potege utamkowsa. Ten pomyst mozna uogdlni¢ na dowolng potege
ulamkowa. Rzeczywiscie, podajemy tutaj wynik, ktéry uzasadnimy pédzniej.

Pochodna funkcji potegowej z utamkows potega:
Pochodna funkeji f(z) = 2™ to

Przyktad 6. (Ponownie strata energii i temperatura Ziemi).

W przykladzie 2, obliczylismy tempo zmian energii traconej z powierzchni Ziemi. Skorzystalismy
z funkcji opisujgcej ilosé traconej energii Eoyy jako funkcje temperatury T. Wyznacz tempo zmian
globalnej temperatury Ziemsi, na jednostke straty energii na podstawie tego samego rownania.

Rozwiazanie. Jestedmy proszeni o znalezienie wartosci dgT -~ Najpierw wyrazimy temperature
ou

jako funkcje energii

Eour \ /% 1 VA 1/4
TZ( : ) :( ) EO’L/Lt:KEO'lét'

Anrieo Amriec



Pierwszy wyraz jest stata, uzywamy reguly dla pochodnej utamkowej aby obliczy¢

ar__ (1)”“ Lo
dE Anr2eo 4 Tout v

1.7 Polozenie, predko$¢ i przyspieszenie.

Zdefiniowalismy juz ”pochodng pochodnej” jako druga pochodna. Tutaj podamy naturalny przy-
ktad zastosowania drugiej pochodnej do formalnego zdefiniowania przyspieszenia czyli tempa
zmiany predkosci w czasie.

1.7.1 Zastosowanie drugiej pochodnej do przyspieszenia.

WezZ pod uwage obiekt, ktéry podlega dzialaniu grawitacji. Niech y(t) oznacza polozenie obiektu
w chwili ¢. Od teraz méwimy o chwilowej predkosci w chwili ¢ po prostu jako o predkosci, v(t).

Definicja (Predkos¢).
Biorge pod wwage polozenie jakiejs czqstki jako funkcji czasu, y(t), predkosé definiujemy jako
szybkosé zmiany polozenia, czyli jako pochodng funkcji y(t):

ot) =Y =y (1),

Ogdlnie, v moze zaleze¢ od czasu, tak opisujgc predkosé korzystamy z pojecia funkcji i zapisu

v(t).

Definicja (Przyspieszenie).
Przyspieszenie definiujemy jako szybkosé zmiany predkosci, czyli jako pochodna funkcji v(t).

alt) = 5 =)

(przyspieszenie moze réwniez zalezeé od czasu, stqd a(t)).

Poniewaz przyspieszenie jest pochodng pochodnej funkcji potozenia, uzywamy réwniez notacji

d (dy\ _dy
a(t) = 5 () = G =o/'0).

Uwaga. Uzylismy trzech rownowaznych sposobow zapisu drugiej pochodnej. Ten zapis ewoluowal
ze wzgledow historycznych i jest uzywany zamiennie w nauka. Przyspieszenie jest drugg pochodng
polozenia.

Majac dane przyspieszenie a(t), jako funkcje ¢, mozemy uzyé antyrézniczkowania aby uzyskaé
predkos¢ v(t). Podobnie mozemy uzy¢ predkosci v(t) aby okresli¢ polozenie y(t) z doktadnoscia
do stalego czynnika. Stale moga by¢ wyznaczone na podstawie dodatkowych informacji, co
ilustruja nastepne przyktady.

Przyktad 7. (Ruch jednostajnie przyspieszony).
Zalozimy Ze przyspieszenie obiektu jest stale w czasie, tj. a(t) = g gdzie g jest pewng stalg. Uzyj
antyrozniczkowania, aby okresli¢ predko$c i polozenie obiektu jako funkcji czasu.

Uwaga. Jesli opisujemy ruch ciala swobodnie spadajgcego w polu grawitacyjnym Ziemi korzy-
stajgc z uklad wspotrzednych, w ktorym za kierunek dodatni uznajemy ruch ”w gore”, a wiec
przyspieszenie ruch "w dol” czyli w przeciwnym kierunku jest ujemne. W przypadku pola grawi-
tacyjnego Ziemi g = 9,8m/s>.



Rozwiazanie. Po pierwsze, jaka funkcja czasu v(t) ma te wlasciwosé, ze

a(t) ='(t) = —g, gdzie g jest jest staly?

Funkcja stata a(t) = —g jest wielomianem stopnia 0, zmiennej t, wiec predkosé, ktéra jest jej
funkcja pierwotna, musi by¢ wielomianem stopnia 1, np. v(t) = —gt. Jest to jedna z funkcji
pierwotnych funkcji przyspieszenia. Inne funkcje to

o(t) = —gt +c, (1)

gdzie ¢ jest dowolng stala. Jak wybra¢ wlasciwg wartos¢ statej ¢? Potrzebujemy dodatkowych
informacji. Zalézmy, ze znamy predko$é poczatkowa czyli v(0) = vy, gdzie vy okresla jak szybko
obiekt poruszal si¢ poczatkowo w chwili ¢ = 0. Nastepnie podstawiajac t = 0 do réwnania (1),
otrzymamy, ze ¢ = vg. Tak wiec ogdlnie

U(t) = _gt =+ o,

gdzie vy jest predkoscia poczatkowa spadajacego obiektu. Nastepnie przedstawiamy polozenie
obiektu, y(t), jako funkcje zmiennej t. Poniewaz, v(t) = y'(t), wiec antyrézniczkowanie prowadzi
do wielomianu stopnia 2,

1
y(t) = 5 gt? + vot + k, (2)

gdzie jak poprzednio uwzgledniamy pewna statg k. Zakladajac, ze znamy polozenie ciata w chwili
poczatkowe, y(0) = yo, i przeprowadzajac podobne jak poprzednio rozumowanie (podstawiajac
t = 0 do réwnania (2)) otrzymamy
1
y(t) = =59t + vot + yo. (3)
Dalej analizujemy zalezno$ci miedzy potozeniem, predkoscia i przyspieszeniem spadajacego przed-
miotu w ponizszych przyktadach.

Przyktad 8. Okresl, kiedy w trakcie swojego ruchu obiekt osiggnie najwyzej potozony punkt oraz
okresl jego predkosé w tym momencie.

Rozwigzanie. Kiedy obiekt osigga najwyzszy punkt, jego predkos¢ spada do zera. Od tego
momentu, w przyjetym ukladzie odniesienia, jego predkosé staje sie ujemna i obiekt zaczyna
spadaé. Taj wiec wyznaczamy ¢, dla ktérego v(t) = 0:

)

v(t)=v9o—gt=0 =  tpmer=—
Przyktad 9. Kiedy obiekt uderza w ziemie i z jakq predkoscig?

Rozwiazanie. Poniewaz y jest wysokoscia nad ziemia, obiekt uderza w ziemie, kiedy y = 0.
Nastepnie musimy znalez¢ ¢, dla ktorego y(t) = 0. Okazuje sig, ze jest to réwnanie kwadratowe:

1, voi\/v8+2gyo
y(t) = igt —vt—y =0, = tnin= P .
Interesuje nas rozwiazanie z t > 0, wigc
v Y8+ 29%0
tmin = — + T

Predkosé obiektu uderzajacego w ziemie, v(tmin), wynosi wtedy

2
vo /Y T 29Y0
5—1—7 = —\/v¢ + 2gy0.

’U(tmm) =V — Gtmin = V0 — ¢ g

Zauwazamy, ze ta predko$¢ jest ujemna, co wskazuje (zgodnie z oczekiwaniami), ze przedmiot
spadal. Rysunek 1 ilustruje zwiazek miedzy przemieszczenie, predkosé i przyspieszenie jako funk-
cje czasu.



Rysunek 1: Pozycja, predkosé i przyspieszenie rzucanego przedmiotu w gore i spada pod wpltywem sity
grawitacji.

Problem 3. (Jak przesécignaé geparda).!

Gepard, moze pobiec z duzq szybkoscig maksymalng ve, ale musi zwolnié¢ po pewnym czasie biegu
z maksymalna szybkoscig, aby przegrzania organizmu. Zaléimy, zZe gepard biegnie z swoja mak-
symalng szybkoscig w momencie gdy dzieli go odlegto$é d od uciekajgcej gazeli zaczyna zwalniac
1 zaczyna porusza sie ruchem jednostajnie opoZnionym z przyspieszeniem réownym a = —a.. Ga-
zela porusza sig z mniejszq szybkoscig niz gepard, vy, ale jest w stanie utrzymac ta szybkosé przez
znacznie diuiszy czas.

(a) Kiedy gepard dogoni gazele?

(b) Czy jest taka odleglo$é, dpmin, dzielgca zwalniajgcego geparda i uciekajgcq gazele przy ktorej
gazela nie zostanie ztapana?

Zakladamy, Ze gepard jest w stanie biec z maksymalna szybkoSciq przez czas t. zanim zacznie
zwalniaé, a gazela zaczyna uciekaé w momencie kiedy gepard podejmuje poscig.

(c) Oblicz w jakiej minimalnej odleglosci od podejmujacego poscig geparda moze sie znajdowaé
gazela i byé w stanie uciec gepardows.

Mustracje strategii polowania geparda oraz reakcje gazeli na poscig ilustruje fragment filmu
https://youtu.be/5hwkbdmUijg?t="76



Tablica 1. Pochodne wybranych funkcji elementarnych. 2

Funkcja f(x) || Pochodna f'(x)

C 0

T 1
x? 2z
3 322
x™ naz" !

I3
3

B
=y

Reguly obliczania pochodnych.?

dy_ / T f(x+h)_f(x)
2 @)=l h '

[f (@) + g(@)] = () + ¢'(2),

2https:/ /www.matemaks.pl/wzory-pochodnych-wybranych-funkcji.html
3https://www.matemaks.pl/reguly-obliczania-pochodnych.html
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