1 Wyklad 5. (Metoda Newtona).

1.1 Ogoblne réwnanie stycznej

Wyprowadzimy réwnanie stycznej w punkcie stycznosci g do wykresu funkcji rézniczkowalnej

f ().

Rysunek 1: Wykres funkcji y = f(x) wraz z wykresem prostej stycznej w punkcie = zg.

Na rysunku 1 przedstawiono wykres funkcji ciagltej y = f(x), o ktérej zakladamy, ze jest roz-
niczkowalna w punkcie zg. Na rysunku przedstawiona jest réwniez prosta styczna do wykresu
funkeji f(x) w punkcie o wspétrzednych (xo, f(z0))

Wiemy, ze:

e Prosta styczna przechodzi przez punkt o wspolrzednych (xg, f(xo)).

e Prosta styczna ma nachylenie, ktérego wartosé jest okreslona przez pochodng funkcji f(x)
obliczona w punkcie xg, to znaczy, ze wspdélczynnik kierunkowy prostej stycznej jest rowny

f'(z0).
Stad

Roéwnanie stycznej: Réwnanie prostej stycznej w punkcie z = xy do wykresu funkcji
rézniczkowalnej, y = f(x), ma nastepujaca postaé:

y = f(xo) + f'(z0)(z — x0).

1.2 Gdzie prosta styczna przecina o$ OX?

7 ogdélnego réwnania stycznej mozemy wyznaczy¢ wspoélrzedne punktu, w ktérym przecina ona
0% OX. Wynik ten jest kluczowym elementem numerycznej metody Newtona aproksymacji zer
funkcji.

Przyktad 1. Niech y = f(x) bedzie cigla funkcjq, rézniczkowalng w punkcie xog. Wyznacz punkt
przeciecia z osiqg OX prostej stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie .

Rozwiazanie. Na przecieciu z osia OX mamy y = 0 wie¢ z postaci réwnania opisujacego prosta
styczng otrzymujemy

0= fwo)+ f'(20)(w—m) = (v—m)= —ﬁiﬁiﬁ
e f(xo)
— T = X f’(ajo)



Stad wspétrzedne wyznaczanego punktu przeciecia to (z1, 0), gdzie

f (o)
f(xo)

Tl = X —

1.3 Przyblizanie funkcji za pomoca stycznej.

Widzielidmy, ze styczna moze by$ traktowana jako przyblizenie lokalnego zachowania funkcji dla
punktow wystarczajaco bliskich punktu stycznoéci. Obserwacja ta postuzy nam do skonstruowa-
nia formalnej procedurze zwanej przyblizeniem liniowym. Procedura ta biorac za punkt wyjscia
"punkt bazowy”, w ktéorym wartos¢ funkcji i jej pochodne sg znane lub tatwe do obliczenia,
podaje oszacowanie wartosci funkcji w poblizu tego punktu. Bardziej formalnie:

e Ogodlne réwnanie prostej stycznej do y = f(z) w punkcie zg to

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0).

Ta linia przybliza zachowanie funkeji f(z) w poblizu punktu zy i prowadzi do liniowego
przyblizenia funkcji postaci:

f(@) ~ f(wo) + f'(xo)(z — xo).

e Przyblizenie jest doktadne przy x = x( i ”"dobrze si¢ zachowuje” pod warunkiem, ze x jest
dostatecznie bliskie xg.

Przyktad 2. Skorzystaj z faktu, Ze pochodng funkcji f(x) = 2% to f'(x) = 2x, aby wyznaczyé
liniowe przyblizenie wartosci (10,03)2.

Rozwigzanie. Bez pomocy kalkulatora mozemy wyznaczy¢ wartosé f(z) w punkcie z = 10.
Pochodna, (xQ)/ = 2x, wigc dla z = 10 nachylenie stycznej jest réwne 20. Réwnanie stycznej
daje nam liniowe przyblizenie funkcji 22

y — 100
T 0 = y = 100 4 20 (z — 10),

= f(z) =~ 100 + 20 (z — 10).
Na prostej stycznej znajduje sie wartos¢ y odpowiadajaca « = 10,03
£(10,03) =~y = 100 + 20 (10,03 — 10) = 100 + 20 (0,03) = 100, 6,

co jest naszym przyblizeniem wartosci funkcji kwadratowej. Poréwnanie tak otrzymanej wartosci
z warto$cia otrzymana przy uzyciu kalkulatora 100, 6009, wypada catkiem niezle.

Przyklad 3. (Aproksymacja warto$ci sinusa dla malego kata). Uzyj liniowego przybli-
zenia, aby wyznaczyé przyblizong warto$é funkcji sin(z) w punkcie z = 0, 1.

Przyklad 4. (Przeszacowanie czy niedoszacowanie). Dla kaZdego z przykladow 2 i 3,
okresli¢, czy przyblizenie liniowe przekracza, czy zaniza prawdziwg wartosc.

Rozwiazanie. Na rysunku 2 (a), (b) pokazane sa funkcje i ich liniowe przyblizenia. Na rysunku
(a) widzimy, ze styczna do y = 2 dla x = 10 jest zawsze pod wykresem funkcji, wiec liniowe
przyblizenie niedoszacowuje prawdziwa warto$é funkcji 2. W rysunku (b) widzimy natomiast,
ze styczna do y = sin(z) dla = 0 jest powyzej wykres dla > 0 i ponizej wykres dla x < 0.
To pokazuje, ze przyblizenie liniowe przeszacowuje warto$¢ funkcji dla z > 0 i niedoszacowuje
warto$¢ funkceji sin(x) dla z < 0.



(]

y = sin{T)

Rysunek 2: Funkcje (czarna krzywa) i ich liniowe przyblizenia (czerwone linie). Gdy linia styczna jest
ponizej (powyzej) krzywej, wtedy przyblizenie liniowe niedoszacowuje (przeszacowuje) prawdziwa wartosé
funkc;ji.

Przyktad 5.

(a) Uzyj przyblizenia liniowego, aby oszacowaé wartosé /6.

(b) Okreslié, czy liniowe przyblizenie niedoszacowuje, czy przeszacowuje wartos$é funkcji pier-
wiastkowe;.

Rozwigzanie. Pochodna y = f(z) = /z = 2/? to

f'@) = 5= = (/2

Nachylenie stycznej dla x = 4 wynosi f'(4) = 1/(2v/4) = 1/4 = 0,25 wiec liniowe przyblizenie
v/6 ma postaé:

y= @)+ @)@ -4 —  y=2+0,25(c-4),

— V6x2+0,25(6—4)=0,25.

Rozbieznosé miedzy warto$ciami prawdziwymi i przyblizonymi nazywamy bledem przyblizenia.
Im blizej jestesmy punktu bazowego, tym mniejszy btad przyblizenia. Pokazujg to poréwnania
obliczonych dla punktu bazowego xg = 4 wartosci zawarte w tabeli 1.

Tablica 1. Przyblizenie liniowe funkcji v/z dla punktu bazowego x = 4. Doktadna
wartosé jest podana w kolumnie 2 natomiast liniowe przyblizenie w kolumnie 3.

punkt warto$é dokladna warto$é przyblizona
fl@) =V y = f(x0) + f'(20)(x — x0)
0.0000 0.0000 1.0000
2.0000 1.4142 1.5000
4.0000 2.0000 2.0000
6.0000 2.4495 2.5000
8.0000 2.8284 3.0000
10.0000 3.1623 3.5000
12.0000 3.4641 4.0000
14.0000 3.7417 4.5000
16.0000 4.0000 5.0000




1.4 Metoda Newtona wyznaczania miejsc zerowych funkcji.

Zaczniemy od definicji miejsca zerowego funkcji.

Definicja. Méwimy, Ze x* jest miejscem zerowym funkcji f(x) jesli f(x*) = 0. Mowimy réwniez,
Ze x* jest pierwiastkiem réwnania f (z) = 0.

W wielu przypadkach trudne lub wrecz niemozliwe jest analityczne obliczenie wartosci miej-
sca zerowego, x*. Opierajac sie na przyblizeni liniowym, zaproponujemy metode przyblizonego
wyznaczania miejsca zerowego.

1.5 Metoda Newtona

Rozwazmy funkcje y = f(x) pokazana na rysunku 3. Wiemy juz ze prosta styczna opisuje w
sposéb przyblizony zachowanie funkcji w poblizu punktu stycznosci. Moze uzy¢ przyblizenia do
wyznaczenia w sposob przyblizony miejsc zerowych funkcji. Tak wie¢ naszym celem jest znale-
zienie przyblizonej wartosci z, dla ktérego f(z) = 0. (Na rysunku 3, ta warto$¢ jest oznaczona
przez z*). Metoda Newtona jest metoda iteracyjna, ktéra powtarzajac wielokrotnie mozemy

Rysunek 3: Tlustracja wyznaczania metoda Newtona przyblizenia dziesietne dla miejsca zerowego funkcji
y = f(xz). Warto$é poczatkowej przyblizonej wartosci miejsca zerowego, oznaczonej przez x*, to xg.
Wartosé przyblizenia wyznaczonej po pierwszej iteracji metody Newtona oznaczona jest prze x;.

wyznaczy¢ warto$¢ miejsca zerowego ze z gory zadana dokladnosciag. Warto$¢ poczatkowa xg
inicjuje metode. To moze by¢ punkt, o ktérym wiemy lub sadzimy, ze jest blisko wtasciwego
miejsca zerowego. Moze to by¢ na przykiad punkt wyznaczony graficznie jako przyblizone miej-
sce zerowe funkcji. Wyznaczamy prosta styczna do funkcji f(z) w punkcie xg, i wyznaczamy
punkt, x1, przeciecia wyznaczonej stycznej z osig OX. Korzystamy z wyznaczonej juz wczesniej
na wyktadzie postaci tego punktu

Zwykle x1 jest blizej x* niz xg, co poprawia poczatkowe przypuszczenie o miejscu zerowym.
Teraz uzyjemy x1 jako punktu w ktérym wyznaczamy prosta styczng i powtarzamy proces. To
generuje cigg kolejnych wartosci

T9 =21 —

f(wn)
s = 2y — 4 F2)
f(@2)
R _ f(zn_1)
n n—1 f/(xnfl)



Wartosci xa, x3, ..., T, szybko zblizaja sie do poszukiwanego miejsca zerowego x*. W praktyce,
metoda Newtona jest dosé¢ szybko zbiezna, to znaczy ze po niewielu powtdrzeniach (iteracjach)
otrzymujemy przyblizong warto$¢ miejsca zerowego z pozadana doktadnoscia.

Metoda Newtona: Biorac pod uwage przyblizenie z,, dla pierwiastka réwnania f(z) = 0,
mozemy poprawi¢ doktadnosé tego przyblizenia przyjmujac za nowe przyblizenie

_ f(xnfl)
f/(xnfl) ’

Tp = Tp—1

Przyktad 6. Znajd? zera funkcjiy = f(x) = 23 — x — 3 zaczynajec od poczgtkowego przyblizenia
o = 1.
Rozwigzanie. Pochodna to f’(z) = 322 — 1, wiec metoda Newtona proponuje jako lepsze

przyblizenie wartosé

f(zo) 23— 19— 3 ¥—-1-3
=rn— ——— " = _——
o) 70 3231 3-12-1

Tr1 = Xo —

Zatem zaczynajac od xg = 1, otrzymujemy x1 = 2,5, xo = 1,929577465, z3 = 1,7078664,
xq = 1,672558473, x5 = 1,671700382. Iteracje zbiegaja do wyniku = ~ 1,6717.

1.6 Mszyce i biedronki.

W przyktadzie dotyczacym populacji mszyc i biedronek chcieliémy ustali¢, kiedy drapieznic-
two biedronek odpowiada dokladnie tempu wzrostu populacji mszyc co w efekcie prowadzi
do réwnowagi pomiedzy liczebnosciami obu populacji. OdpowiedZ na ten problem sprowadzal
sie do rozwiazania réwnania postaci P(z) = G(z). Gdzie x oznacza gestos¢ populacji mszyc,
G(z) = rx, (r > 0), opisuje tempem wzrostu populacji, a P(z) opisuje tempo drapieznictwa
biedronek. Rozwigzanie otrzymaliémy w przypadku zaleznodci kwadratowej. Rozwazmy teraz
przypadek, w ktérym wskaznik drapieznictwa opisany jest przez
z3 )
P(ZE’):Km, gdme K,a>().

W tym przypadku rozwiazanie prowadzi do réwnania sze$ciennego dla x. W tym przypadku
metoda Newtona okazuje sie by¢ przydatna.

Przyktad 6. (Uzycie metody Newtona do rozwigzania problemu mszyce i biedronki).
W opisanym modelu drapieinictwa biedronek wyznacz liczebno$é populacji mszyc przy ktorej wy-
stepugje rownowaga pomiedzy populacjg mszyc i populacja biedronek. Przepisz rownanie opisujgce
model do postaci umozliwiajgcej zastosowanie metody Newtona. Nastepnie korzystajgc z metody
Newtona, rozwigz postawiony problem. Zaloz, ze K = 30 mszyc jest zjadanych na godzine, do-
datkowo przyjmij, Ze a = 20, i v = 0,5 na godzine. Aby uzyskaé rozsqgdng warto$é poczgtkowq,
wykresl P(x) i G(x) na tym samym wykresie i okresl z grubsza, gdzie si¢ przecinajq.

Rozwiazanie. Problem, ktéry mamy rozwiazaé jest (przy zalozeniu, ze x # 0) wyznaczenie x,

dla ktérego

3 1,2

re = K—o——s-=nr.
a® + x?

z
a® 4 3

prowadzi to do réwnaia

Kz’ =r(a®+2%) = r2®—Kz?>+ra®=0.



W ten spos6b sprowadziliSmy wyjéciowy problem do problemu wyznaczenia miejsca zerowego
funkcji f(x) = ra® — K22 + ra®. Teraz aby rozwiazaé¢ réwnanie f(z) = 0, mozemy skorzystaé z
metody Newtona.

f(z) = ra®—Ka?+rd®
fl(x) = 3ra®—-2Kuz.

Biorac pod uwage wartoéci parametréw modelu oraz wykresy funkcji P(x) i G(z), wyznacz
punkty przeciecia dla x = 0 oraz xg ~ 10. Jest jeszcze dodatkowy punkt przeciecie dla xzg ~= 60.
Wzor Newtona,

~ f(=o)
0" Fao)’

1 = X

ma w naszym przypadku postac

(m:% — Kl‘% + Ta3)
3rzd — 2Kz

Tr1T = X9 —

Tabela 2 podsumowuje wyniki kolejnych iteracji dla g = 10 i podaje jako przyblizona wartosc
miejsca zerowego, po czterech iteracjach, x = 13,05407289. Poniewaz x mierzy gestos¢ mszyc
(np. érednig liczbe na em?), wiec rozwiazanie jest liczba rzeczywista.

Tabela 2. Kolejne iteracje metody Newtona dla zagadnienia populacji mszyc i bie-
dronek dla xg = 10 jako poczatkowego przyblizenia gestosci mszyc w punkcie réwno-
wagi.

k Ty, f(zg) f' () Tht1

0 10 1500.00 —450.00 13.33333333
1 13.33333333 —148.15 —533.33 13.05555556
2 13.05555556 —0.78 —527.66 13.05407294
3 13.05407294 0.00 —527.63 13.05407294
4 13.05407289 0.00 —527.63 13.05407294

Na podstawie tak otrzymanej wartosci przyblizonej dochodzimy do wniosku, ze przy tym za-
geszczeniu mszyc populacja mszyc jest w pelni ”kontrolowana” przez drapieznictwo biedronek i
mozemy oczekiwac, ze nie bedzie zmieniala swojej liczebnosci.

o (o sie stanie, jesli tempo wzrostu i drapieznictwa nie zgadzajg sie?

o Jaki wplyw na zachowanie si¢ liczebnosci obu populacji moze mieé¢ niewielkie odchylenie
od wartosci, dla ktérych obie populacje sq w réwnowadze?

Na to pytanie sprébujemy odpowiedzie¢ podczas jednego z dalszych wyktadéw.

Krzysztof Topolski



