1 Wyklad 6. (Pochodna funkcji zlozonej).

Do tej pory celowo wybieraliSmy przykiady, w ktérych rézniczkowane funkcje byty funkcjami
potegowymi, wielomianami lub funkcjami wymiernym. W ten sposéb staraliSmy sie skupié¢ na
definicji pochodnej oraz regutach rézniczkowania a nie na problemach natury technicznej zwiaza-
nych z wyznaczaniem pochodnych funkcji o skomplikowanej postaci. Teraz wprowadzimy zasade
roznicowania, ktéra znacznie rozszerzy repertuar funkcji, ktérych pochodne jesteSmy w stanie
wyznaczy¢. Pozwali nam to analizowa¢ modele znacznie wiekszej liczby proceséw biologicznych.

1.1 Funkcja zlozona.

Rysunek 1 ilustruje operacje sktadania dwéch funkcji: Funkcja f przypisuje zmiennej niezaleznej
x warto$¢ v = f(z) natomiast funkcja g przypisuje tak otrzymanej wartosci u nowa wartosé

y = g(u).

u

Rysunek 1: Ztozenie funkcji.

Zlozenie tych dwdch operacji przypisuje zmiennej x wartosé¢ y = f(g(z). Ta dwuetapowa operacja
definiuje nowa funkcje h(x) = g(f(x)), ktéra nazywamy zlozeniem funkcji f z funkcja g.

Przyktad 1. Rozwazmy dwie funkcje f(x) = /z i g(z) = 22 + 1. Okreslaé funkcje otrzymane
przez zlozZenie:

(a) hi(z) = g(f(x)),
(b) ha(z) = f(g(x)).
Rozwiagzanie.
(a) Dla hj najpierw stosujemy przeksztalcenie przez funkcje f, a nastepnie przez funkcje g, wiec
hi(z) = (vVz)? +1 =2 + 1, pod warunkiem, ze z > 0.
(b) Dla hy funkcje sa nakladane w odwrotnej kolejnosci, tak ze
ho(x) = V22 + 1 tym razem dla dowolnego rzeczywistego .
Zauwazmy, ze dziedziny tych dwéch funkcji sa nieco inne: funkcja hq jest zdefiniowana tylko dla
x > 0, gdyz f(z) nie jest zdefiniowane dla x ujemnego, podczas gdy ho jest zdefiniowana dla
wszystkich rzeczywistych x.

Przyktad 2. WyraZ funkcje h(x) = 5(x3 — 22)'0 jako zloZenie dwéch funkcji.

Rozwiazanie. Mozemy to zrobi¢ zapisujac h(z) = g(f(x)), gdzie f(z) = 23 — 22 i g(z) = 5z'°.



1.2 Regutla lancucha rézniczkowania ztozenia funkcji.

Majac dana funkcje zlozona postaci y = f(g(z)), wyznaczamy jej pochodna wzgledem zmiennej
x, korzystajac z nastepujacej reguly rézniczkowania.

Zasada lancucha.
Jedli y = f(u) i u = g(x) sa dwiema funkcjami, to pochodna funkcji zlozonej y = h(x) =
f(g(x)) jest réwna

dlf(g(x)] _dh _y _ df du

de  dr du  dudz’

lub w innej notacji

Nieformalnie regula tancucha stwierdza, ze zmiana w y = f(g(x)) wzgledem z to a iloczyn dwoch
zmian:

e tempa zmiany y bezpo$rednio w odniesieniu do u, i

e tempa zmiany u w odniesieniu do x.

Dlaczego ta regula jest poprawna? Chociaz pochodna nie jest prostym ilorazem, intuicyjne
zrozumienie reguly tancucha mozemy uzyskaé piszac

dy Ay AyAu

dr ~ Az AuAz’
wtedy jest oczywiste, ze ”anulowanie” wyrazu Au w liczniku i mianownik prowadzi do wiadciwe-
go utamka po lewej stronie. Formalny dowdd reguty tancucha wykorzystuje ta ideg, ale zwraca
uwage na to aby Awu bylo niezerowe i uniknaé¢ wyrazenia nieoznaczonego 0/0.

Przyktad 3. Oblicz pochodng funkcji h(z) = 5(x® — 2%)'0.

Rozwigzanie. Funkcje wyrazamy jako y = h(z) = 5u'?, gdzie u = (2® — 2?) i stosujemy regule

lancucha. 5 )
dy dy du 10 d(z° —x°) 9/6 9
— o T = —22).
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Podstawienie za u = (23 — 2?) prowadzi do

(Ci% = 50(2® — 2°)%(32% — 2z).

Przyktad 4. Oblicz pochodng funkcji y = f(x) = Va2 + a?, gdzie a jest dodatnig liczbg rzeczy-
wistq.

Rozwigzanie. Funkcje te mozna rozpatrywaé jako zlozenie funkcji g(u) = \/u = u/? i funkcji
u(r) = 22 + a?, czyli mozemy napisaé f(x) = g(h(z)). Teraz korzystajac z reguly ancucha
otrzymujemy

dy x x

_ Lo a o — —
dr 9 (27 +a”) 2z = (22 + a2)1/2 (22 + a2)1/2’




Przyktad 5. Oblicz pochodng funkcji

y=f(z) =

x
Va2 +a?’

gdzie a jest dodatnig liczbg rzeczywistq.

Rozwigzanie. Tym razem do obliczen uzyjemy zaréwno reguly dotyczacej rézniczkowania ilo-
razu funkcji, jak i reguty tancucha.

/
dy 2] Va?+a? - [\/962 +a2] ‘x
dr (Va2 + a?)? '
Tutaj [...]" oznacza rézniczkowanie.

Upraszczamy wyrazenie algebraicznie, mnozac licznik i mianownik przez (:U2+a2)1/ 2 i ostatecznie
otrzymujemy

dy 22 +a? — 22 a’

dr (22 4+ a?)V2(22 4+ a2) (22 4 a2)3/2’

1.3 Interpretacja reguly tancucha.

Zamiast przytaczaé¢ formalny dowdd reguty tancucha przedstawimy kilka przykladow, ktore ma-
my nadzieje, ze pomogg zrozumieé, dlaczego reguta tancucha jest oparta na iloczynie dwdoch
szybkosci zmian.

Przyklad 6. (Poziom zanieczyszczenia jeziora). Gatunki wickszosci ryby sq wrazliwe na
obecnosé zanieczyszczen w jeziorze. PoniewaZ ludzie zaludniajg obszar wokdl jezior, liczebnosé
populacji ryb zwykle zmniejsza sie gdy zwieksza sie poziom zanieczyszczenia jeziora. Okresl ilo-
Sciowo szybkoS¢é z jakq poziom zanieczyszczen zmienia sie w czasie w zaleznosci od wielko$ci
wytwarzanego zanieczyszczenia przypadajgcego na jednego czlowieka i tempa wzrostu populacji
ludzkiej.

Rozwigzanie. Tempo zmian (w tym przypadku spadku) populacji ryb zalezy od:
e tempo zmian populacji ludzkiej oraz
e tempo zmian zanieczyszczenia wytwarzanego na osobe.

Jedli ktorykolwiek z nich wzrasta, wpltyw na populacje ryb réwniez wzrasta. Reguta tancucha
oznacza, ze efekt netto jest iloczynem tych dwdéch szybkosci zmian. Formalnie dla czasu ¢, na
przyklad w latach, niech x = f(t) okresla liczbe 0s6b nad jeziorem w roku ¢, natomiast p =
g(x) zanieczyszczenie wytworzone przez x oséb. Tempo zmian zanieczyszczenie p w czasie jest
iloczynem ¢'(z) i f'(¢):

B_PL_ ).

Przyklad 7. (Populacja drapieznikéw, roslinozernych ofiar i roslinnosci). Populacja
duzych drapieinikow, C, na afrykanskiej sawannie zalezy od populacja gazel bedgcych ich ofiarams
P. Populacja gazeli z kolei zalezy od obfitosci roslinnosci V, ktora zalezy od ilosci deszczu w danym
roku, r. Okresl iloSciowo tempo zmian populacji drapieznikéow w odniesieniu do opaddow.

Rozwigzanie. Zaleznoéci te mozemy wyrazié¢ za pomoca hipotetycznych funkcji

V=g(r), P=f(V), oraz C =h(P),



z ktérych kazda przedstawia zaleznos¢ w tancuchu pokarmowym. Susza, ktora zmniejsza opady,
zmniejsza rowniez obfitoéé roélinnoéci. To nastepnie zmniejsza populacje gazeli i ostatecznie
wplywa na populacja drapieznikéw. Tempo zmian wielko$ci populacji drapieznikéw w zaleznosci
od opadéw, dC/dr, zgodnie z regula tancucha, wynosi

dc _dc dp dv
dr  dP dV dr

Przyktlad 8. (Populacja drapieznikéw). Rozwaz przyklad 7 z przykladami konkretnych relacji
miedzy miesozercami a ofiarami, C = h(P) = P?, miedzy ofiarami i roslinnosciq, na ktdrej
seruje, P = f(V) = 2V, oraz zaleznosci roslinnosé na deszczu, V = g(r) = /2. Okredl ilogciowo
tempo zmian populacji drapieznikéw w odniesieniu do opaddow.
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Rysunek 2: Przyktad, w ktérym populacja drapieznikéw zalezy od zdobyczy P zgodnie z C' = h(P) = P2,
podczas gdy ofiary drapieznika zaleza od rodlinnosci, P = f(V) = 2V, a ro$linnosé zalezy od opadéw
V =g(r)=r/2

Rozwigzanie. Obliczamy wszystkie niezbedne pochodne,

d 1 dP d
V _ 77'71/2 wr C _

w2 w T ap b

tak wiec z przykiadu 7 wynika, ze tempo zmian drapieznikow w odniesieniu do opadéw jest
rowne dC  dCdPdV 1 op
== T 2i9.2p = 2
dr — dPdvdr 2" ri/?
Korzystajac z faktu, ze V = r'/2 i P = 2V, otrzymujemy
dC’_ZP_2-2V_4
A 7
Przyklad 9. (Temperatura Ziemi i gazy cieplarniane). Na jednym z poprzednich wyktadow
stwierdziliémy, zZe temperatura Ziemi zalezy od albedo a (odbity ulamek energii promieniowania
przychodzgcego) zgodnie z formulg

T = {“‘“)ST“.

€0

Zatozmy, ze albedo a jest jedyng wielkosciq zalezng od poziomu gazéw cieplarnianych G i ze C‘l%
jest znane. Okresl, jak zmieni sie temperatura gdy poziom gazow cieplarnianych G wzrosnie.



Rozwiazanie. Temperatura T zalezy od poziomu gazéw cieplarnianych G poprzez albedo a,
wiec piszemy T'(a(G)). Tutaj S, € i o sa stalymi, co upraszcza rachunki gdyz mozemy zapisa¢ T’

w postaci
1/4
T(a) = (S) (1— a)/a.

€0

Zgodnie z regula lancucha
dlI'  dT' da
dG ~ da dG’
Tak wiec

dT SN\Y4 d a1 da S\ da
dr _ (SN d - vijayde _ (SNTL o Sajay-1 gy da
G (60) da {(1 @) }dG (60) 1= (Vg

Porzadkujac otrzymujemy

i 1/ 8\ 54 da
Bt e _g) 34
dG 4 (ea) (1-a) dG’

Uwaga. Poniewaz gazy cieplarniane wplywajg zarowno na albedo Ziemi, jak i na jej emisyj-
nosc €, wiec aby okresli¢ wplyw gazow cieplarnianych na zmiany temperatury Ziemi powinnismy
rozwazyc ogolniejszy model.

Uzbrojeni w regute tancucha mozemy teraz rézniczkowaé szersza game funkeji. Pozwoli to nam
na przyktad analizowaé modele, w ktérych pojawiaja sie zagadnienia optymalizacyjne.

Na zakonczenie przytoczmy przyktad zagadnienia optymalizacyjnego. Mréwki to dobrzy ma-
tematycy! Potrafia znalez¢ najkrotsza trase taczaca ich mrowisko ze Zrédtami pozywienia. Kazda
mréwka wydziela chemiczny feromon, za ktérym podazaja inne mréwki. Slad feromonowy wy-
znacza droge, ktéra podazaja mrowki do Zrédel pozywienia. Feromony (komunikat chemiczny
do oznakowania trasy) wyparowuje po chwili, wigc dluzszy szlak jest stabiej oznakowany niz
szlak krétszy. Po pewnym czasie prowadzi to do selekcji najkrotszej mozliwej trasy. Na rysunku
3 przedstawiono typowy scenariusz testow laboratoryjnych: mréowkom ze sztucznego mrowiska
oferuje sie dwa réwnowazne zrodta pozywienia. Mozemy zapytaé o trase z najkrotsza catkowi-
ta dlugoscia taczaca mrowisko i zrédta pozywienia. Rozpatrzmy uproszczong wersje problemu,
ktory mrowki rozwiazuja.
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Rysunek 3: Trzy sposoby polaczenia mrowiska z dwoma zrédlami pozywienia, $ciezki (a) w ksztalcie
litery V, (b) w ksztalcie litery T i (c¢) w ksztalcie litery Y.



Przyklad 10. (Minimalizowanie catkowitej dtugosci Sciezki). W sytuacji zilustrowanej
na rysunku 3 okresl diugosé najkrotszej Sciezki tgczgcej mrowisko z obydwoma Zrodtams pokarmu.
Zatozmy, ze d < D.

W wielu sytuacjach modelujemy procesy, ktére przebiegaja w czasie. Czesto stawiamy pyta-
nie, szybko zmieniajg sie pewne zmienne opisujaca geometrie w czasie. W wiele z tych przykta-
dow jestedmy zmuszeni najpierw powiazaé¢ ze soba rézne zmienne opisujace geometrie obiektu,
ktorego zmiany w czasie badamy. Zilustrujmy to na prostym przyktadzie.

Przyktad 11. (Wzrost guza). Promieri guza litego rozszerza sie ze stalq szybkosciq, k. Mamy
okresl tempo wzrostu objetosci guza gdy jego promien wynosi r = lem. Zakladamy, Ze guz jest
w przyblizeniu kulisty jak pokazano na rysunku 4.

Rysunek 4: Wzrost kulistego guza. Poniewaz promieni zmienia si¢ z czasem, objeto$é réwniez zmienia
sie w czasie. Uzywamy reguly lanicucha aby potaczyé dV/dt z dr/dt.

Rozwiazanie. Objetosé¢ kuli o promieniu r wynosi V(r) = (4/3)mr3. Tutaj r zmienia si¢ w
czasie, wiec V réwniez zmienia si¢ z czasem. W tej sytuacji rozwazamy funkcje r(t) i V(r(t)),
ktére opisujg odpowiednio promien i objetos¢ guza w chwili t. W tej sytuacji funkcja ztozona
pojawia sie w naturalny sposob:

V(r(t) = Sl ()]

Mozemy teraz skorzystaé z reguly tancucha aby wyznaczy¢ szybko$é zmiany objetosci guza w
czasie. p p
r r
—Vi(r = ——— = —(zmd) = = -7 3r? = = dmr?—.
P e T L L B T L T LT

Poniewaz przyjeliSmy zalozenie, ze promien rozszerza sie ze stalg szybkoscia, k, wiec

d ey dVdr d<4 ﬁdr_4

dr dv

dt a
Stad tempo wzrostu objetosci jest proporcjonalne do kwadratu promienia; w rzeczywistosci jest
proporcjonalne do pola powierzchni kuli. W moment, w ktéorym r =1 cm,

¥ ark.
a0

Uwaga. Co wazne, znajomosé wartosci liczbowej, r = 1c¢m, jest istotna jedynie na koricu obli-
czen, po etapach rozniczkowania i upraszczania otrzymanych wyrazen.



Problem 12. (Wzrost komérki). Masa komdérki to m = pV gdzie V' to objetosé komorki,
a p to gestosé komorek. (Zwykle gestosé komdrek jest stala i zblizone do gestosci wody, czyli
p = lg/em3). Wyznacz szybko$é zmiany masy komdrki w zaleznosci od szybkosci zmiany jej
objetosci i szybkosci zmiany promienia w czasie. Zaloz, ze komorka ma ksztalt kulisty.

Przyktad 13. Wiekszos¢ zwierzqgt jest diuzsza od “glowy” do “ogona” niz z boku na bok. Aby
uzyskaé wzgledne wydluienie wzdluz jednej osi, zarodek podlega procesowi zwanemu convergent
extension !, w ktérym tkanki wydtuza sie (rozcigga) wzdluz jednej osi i zweiajg wzdiuz drugiej
0§, jak schematycznie pokazano na rysunku 5.

Tkanka oryginalna Tkanka rozciagnieta

Rysunek 5: Rozszerzanie tkanki w rozwoju embrionalnym. Komérki wydtuzaja sie wzdluz jednej osi (co
zwieksza L) podczas kurcza sie wzdluz drugiej osi (maleje w). Poniewaz objetosé i grubo$é pozostaja
state, zmiany L moga by¢ powiazane ze zmianami w.

Zatozmy, Ze prostokgtny blok tkanki o wymiarach L = w = 10 mm i grubo$ci 7 = 1 mm, rozcigga
sie w tempie 1 mm dziennie, natomiast objetos¢ V ¢ grubos¢ T pozostajg state. W jakim tempie
zmienia sie szerokosé gdy diugo$é to L = 20mm ?

Rozwiazanie. Zatozylidmy, ze objeto$¢ V' i grubos¢ T pozostaja state. Na podstawie poczatkowej

dhugosci, szerokoéci i grubosci mozemy stwierdzamy, ze objeto$é wynosi V' = 10 - 10 - 1 mm?3.

Ponadto, w dowolnym momencie czasu ¢, objetos¢ prostokatnego blok tkanki jest rowna
V=L(t) w()-r.
Objetosé V zalezy od L i w, z ktérych obie zaleza od czasu dlatego

v d , ,
= LILMur] = 0= (LOuw(t) + Lt H)r.

(Tutaj uzylidémy reguty rézniczkowania iloczyn L(t)w(t) wzgledem ¢. Wykorzystaliémy réwniez
fakt, ze V jest stale, wiec jego pochodna wynosi zero, a 7 jest stata, wiec mnozy pochodna
L(t)w(t), przez ta stala). Rozwiazujac tak otrzymane réwnanie ze wzgledu na w'(t) otrzymujemy

RGO

L'tyw(t) + Ltw'(t) =0 = /'(t) = L(t)

W tej chwili gdy L(t) = 20, szerokosé tkanki jest réwna w(t) = V/(L(t)t) = 100/20 = 5. Stad

L' (t)w(t) 1 mm/dzieri - 5 mm
(1) = — —_ — 0,2 dzierh.
w'(t) L) iy 0,25 mm/dzier

Znak minus wskazuje, ze w maleje, podczas gdy L rosnie.

1Jedli cheesz dowiedzieé sie wiecej na ten temat, zerknij na artykut
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1534580702001971



Problem 14. (Wzrost pnia drzewa). Rozwazmy cylindryczny pien drzewa o promieniu R.
Zywe komorki zagmujq tylko cienkqg powloke, grubosci d, zaraz za korg drzewa. Wnetrze pnia
sklada sie z martwych komdrek, ktore zamienily sie w drewno.

xylem

phloem

Rysunek 6: Cienka skorupa zywej tkanki (lyko) otacza martwa drewniana cze$¢ pnia drzewa (ksylem).
Utamek F z zywa tkanka zmienia si¢ wraz ze wzrostem drzewa.

(a) Jaki ulamek, F, objetosci pnia stanowi Zywa tkanka?

(b) Jak zmienia sie ulamek F wraz z rozwojem drzewa? Zakladamy, Ze promien pnia ro$nie w
statym tempie, a grubo$é d Zywej tkanki nie zmienia sie?

(c) Oblicz szybkosé zmiany F w chwili, gdy promien jest 5 razy wiekszy od grubosci d.

‘Wskazéwka.

e Zaldz, ze drewniane wnetrze jest cylindryczne, podobnie jak piei. Wyznacz objeto$¢ po-
wloki zywej tkanki poprzez odjecie objetosci tych dwéch cylindréw i wyznacz F.

e Oblicz pochodna dF/dt. Zanim zaczniesz obliczy¢ pochodna pamietaj aby najpierw upro-
$cié rézniczkowane wyrazenie.

b

Rysunek 7: Promien pnia to R natomiast grubo$¢ lyka (zywa cze$¢ pnia) jest réwna d. Zakladamy
cylindryczng geometrie pnia. F© = ulamek objetosci cienkiego fragmentu pnia, cylindryczna powloka
zanaczona kolorem zielonym.
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