1 Wyklad 7. (Badanie przebiegu funkcji).

Na podstawie pochodnej mozemy wywnioskowaé¢ pewne istotne informacje dotyczace zachowa-
nia sie oryginalnej funkcji. Przyjrzyjmy sie blizej wtasnoscig funkcji, ktore jestedmy w stanie
wywnioskowaé¢ na podstawie jej pierwszej i drugiej pochodnej.
1.1 Funkcje rosngce i malejace.
Rozwazmy funkcje y = f(x). Zwréémy uwage na nastepujacy fakt:

e Jesli f'(x) > 0, to f(x) rosnie.

e Jedli f'(z) < 0, to f(x) maleje.

Skorzystajmy z tej obserwacji w przypadku pochodnej, aby powiazaé¢ druga pochodna f”(z) z
pierwszg pochodng f'(z).

o Jedli f(x) > 0, to f/(x) roénie. Oznacza to, ze nachylenie oryginalnej funkcji f(z) wraz
ze wzrostem argumenty, staje sie coraz bardziej stroma. W tym przypadku méwimy, ze
funkcja f(x) jest wypukla w gére lub po prostu wypukta. Ilustruje to rysunek 1(a).

e Jesli f”(z) < 0, to f'(x) maleje. Oznacza to, ze nachylenie oryginalnej funkcji f(x) staje
sie coraz mniejsze wraz ze wzrostem wartoéci argumentu. Funkcja zakrzywia sie w dot i
moéwimy, ze jest wypukla w dét lub wklesta. Tlustruje to rysunek 1(b).
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Rysunek 1: Funkcji na rysunku (a) jest wypukla, a jej pochodna wzrasta. Rysunek (b) ilustruje funkcje

wklesta, a jej pochodna maleje.



1.2 Wklestosé i punkty przegiecia.

Druga pochodna funkcji dostarcza informacji o krzywiznie wykresu funkcji, wypuktosci lub wkle-
stosci funkcji.

e Na rysunku 1 (a), f(x) jest wypukla, wigc jego druga pochodna jest dodatnia.

e Na rysunku 1 (b), f(z) jest wklesta, wiec druga pochodna jest ujemna.

Punkt przegiecia funkeji f(x) to punkt x, w ktérym wklestos¢ funkeji zmienia sie. W tym punkcie
znak drugiej pochodnej zmienia znak. Ilustruje to rysunek 2.

punkt prregiecia Fizx)
Mz)y=0
f"z) >0
wypukia
Mz) <0
wkiesla

Rysunek 2: Punkt przegiecia to miejsce gdzie wklesto$é funkceji si¢ zmienia.

Uwaga. Nie wystarczy pokazaé, ze f"(x) = 0, aby stwierdzié, ze x jest punktem przegiecia.

Punkty przegiecia.
1. Jedli funkcja y = f(x) ma punkt przegiecia w xo, to f”(xg) = 0.

2. Jezeli funkcja y = f(z) spelnia warunek f”(xg) = 0 to aby stwierdzié, ze x jest punktem
przegiecia musimy wykazaé, ze f”(x) zmienia w punkcie zy znak.

Przyklad 1.Rozwaimy funkcje dwie funkcje (a) fi(z) = 23 i (b) fa(x) = z*. Pokaz, ze dla obu
funkcji druga pochodna jest réowna zero w punkcie 0, ale tylko jedna z tych funkcji ma faktycznie
punkt przegiecia gdy x = 0.

Rozwigzanie. Funkcje
(@) filz) =2°, () fo(a) = .
Pierwsze pochodne to

(a) fi(z) =322, (b) fi(x) = 4a®.

Druga pochodna to:
(a) f{(z) =6z, (b) ff(z) =122

Zatem dla z = 0 mamy f{'(z) = 0, fJ(z) = 0. Jednak z = 0, NIE jest punktem przegiecia
funkcji fo(x) = z*. W rzeczywistosci jest to minimum lokalne, jak pokazano na rysunku 3.
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Rysunek 3: Funkcje (a) fi(z) = 23 i (b) fa(x) = 2* obie spelniaja warunek f! = 0, i = 1, 2. Jednak
tylko f(z); = 23 ma punkt przegiecia dla z = 0, podczas gdy f(r)2 = z* ma lokalne minimum w tym
punkeie. To nie jest sprzecznosé, poniewaz f4'(x) nie zmienia znaku w punkcie z = 0.

1.3 Punkt krytyczny
Zaczniemu od definicji punktu krytycznego funkcji rézniczkowalne;j.

Definicja. Punkt krytyczny funkcji f(x) to dowolny punkt x, z jej dziedziny, w ktérym pierwsza
pochodna przyjmuje warto$é zero, czyli f'(x) = 0.

Geometrycznie punkt krytyczny wystepuje zawsze, gdy nachylenie stycznej do wykres funkcji
wynosi zero, tj. styczna jest pozioma. Rysunek 4 pokazuje kilka mozliwych ksztattéw wykresu
funkcji w poblizu punktu krytycznego.

Rysunek 4: Punkt krytyczny (miejsce, w ktérym f’(x) = 0) moze byé lokalnym maksimum, lokalnym
minimum lub punktem przegiecia.

Na rysunku, od lewej do prawej sa przedstawione, lokalne maksimum, lokalne minimum i
dwa punkty przegiecia. Punkty krytyczne odgrywaja wazna role podczas analizowania funkcji
rzeczywistych. Dlatego podamy kryteria pozwalajace wyznaczy¢ punkty krytyczne i podaé ich
charakter czyli ustali¢, czy punkt krytyczny to lokalne maksimum, minimum lub punkt przegie-
cia.

Przyktad 2. Rozwazmy funkcje y = f(x) = 2® + 322 + ax + 1. Dla jakich wartosci parametru
a brak jest punktow krytycznych dla tej funkcji?

Rozwigzanie. Obliczamy pierwsza pochodna f’(z) = 322 + 62 + a. Krytyczny punkt wystapi
zawsze, gdy f'(z) = 0, co w przypadku rozwazanej funkcji implikuje réwnanie 322 4 6z 4 a = 0.



Rozwigzania tego rownana kwadratowego sa postaci

—64+ /36 — 4a3

6

T12 =

Tak wiec istnieja rzeczywiste rozwiazania, o ile jest spelniona nieréwnosé 36 — 12a > 0 (co
odpowiada warunkowi a > 3).

1.4 Co sie dzieje w poblizu punktu krytycznego?

Na rysunku 5 poréwnujemy zachowanie dwdch funkcji, z ktérych kazda ma punktu krytycznego
innego typu (wykresy w pierwszym wierszu). Poréwnujemy ich pierwsza i druga pochodna w oko-
licach do tego punktu (odpowiednio wykresy w drugim i trzecim wiersz). W kazdym przypadku,
pierwsza pochodna f’(z) = 0 w punkcie krytycznym.
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Rysunek 5: Blisko lokalnego maksimum, f(z) jest wypukta, f’'(z) maleje, wiec f”/(z) jest ujemne. Blisko
lokalnego minimum, f(z) jest wkleste, f/(z) rosnie, wiec f”(z) jest dodatnia.

W poblizu lokalnego maksimum nachylenie wykresu funkcji f(z) zmienia swoja warto$é¢ z do-
datniej na ujemna przechodzac przez warto$¢ zero w punkcie krytycznym. To znaczy, ze f'(z)
jest funkcja malejaca, co pokazano na rysunku 5. Poniewaz zmiany pierwszej pochodnej sa od-
zwierciedlone w jej pochodnej czyli w drugiej pochodnej funkcji f(z), wiec pochodna f”(x), jest
ujemna w punkcie lokalnego maksimum. Sytuacja przeciwna zachodzi w przypadku lokalnego
minimum co ilustruje rysunek 5.



Ponizej zbieramy i podsumowujemy wnioski dotyczace pochodnych.

Podsumowanie: pierwsza pochodna.

f(xz) <0 f(xg) =0 f(xz)>0

funkcja malejaca | punkt krytyczny zo | funkcja rosnaca

e Test pierwszej pochodnej: Badamy zmiane znaku pierwszej pochodnej w poblizu punk-
tu krytycznego, xg. W poblizu lokalnego maksimum obserwujemy zmiane znaku postaci:

1. dla x < zo, mamy f'(z) > 0;
2. dla = xg, mamy f’(x¢) = 0;

3. dla z > xg, mamy f’(x) < 0;
W poblizu lokalnego minimum obserwujemy zmian¢ znaku postaci:

1. dla x < zg, mamy f'(z) < 0;
2. dla = xg, mamy f’(x¢) = 0;
3. dla z > zg, mamy f’(x) > 0;

Podsumowanie: druga pochodna.

f'(x) <0 f"(@0) =0 f"(x) >0

funkcja wklesta | punkt krytyczny w xg | funkcja wypukta

tylko gdy f”
zmienia znak

e Test drugiej pochodnej: Badamy znak drugiej pochodnej w punkcie krytycznym, xg
(dla ktérego spelniony jest warunek f'(zg) = 0).
1. Jesli f"(xg) < 0, to w punkcie z jest lokalnym maksimum.

2. Jedli f"(xg) = 0, test jest niejednoznaczny co do max / min dla zg. Jesli f” réwniez
zmienia znak w xg, to xg jest punktem przegiecia.

3. Jesli f(xg) > 0, to w punkcie xg jest lokalnym minimum.



1.5 Globalne maksima i minima.

Globalne maksimum funkcji okreslonej na pewnym przedziale to najwicksza warto$é, jaka
funkcja osiaga dla punktéw tego przedziatu. Podobnie globalne minimum jest najmniejsza
wartoscig jaka funkcja osigga dla punktéow tego przedziatu.

Uwaga. W przypadku funkcji zdefiniowanej na przedziale zamknietym aby wyznaczyé globalne
maksimum lub globalne minimum, oprocz sprawdzenia wartosci funkcji w punktach krytycznych
musimy sprawdzi¢ wartosci funkcji na koricach przedziatu.

Przyktad 3. Rozwazimy funkcjey = f(z) = %4—:62 na przedziale 0,1 < x < 4. ZnajdZ absolutne
maksimum 1 minimum.

Rozwigzanie. Najpierw obliczamy pochodne:

1 1
fl(z) = —29 +2z, f'(x)= 45 + 2.

Znajdujemy punkty krytyczne ktadac f'(z) = 0 i rozwiazujac réwnanie
1 1 3
—2—2+2z, — —2—2 =2z, = z°=1,
x x
co implikuje punkt krytyczny dla = 1. Druga pochodna w tym punkcie to
f'(1) =6>0,
tak, wiec w punkcie z = 1 funkcja ma lokalne minimum. Teraz obliczamy warto$¢ funkcji na

koncach przedzialu [0.1, 4] i w punkcie krytycznym z = 1, aby okreslié¢, gdzie jest globalnie
maksimum i globalne minimum funkcji.
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Rysunek 6: Funkcja f(z) = % + 22 na przedziale [0, 1 4] nie ma lokalnego maksimum.

W konsekwencji x = 1 to zaré6wno minimum lokalne, jak i minimum globalne na podanym
przedziale. Nie ma lokalnych maksiméw. Globalne maksimum funkcja osiaga w lewym punkcie
koncowym, xz = 0,1. Rysunek 6 przedstawia wykres funkcji f(z) = % + 22, ktory ilustruje
otrzymane w sposéb analityczny wyniki.



1.6

1.

Podsumowanie.

Mozemy poprawié¢ dokladnosé szkicu funkeji f(x), badajac jej pochodne. Na przyklad, jesli
f'(x) > 0, to f(x) roénie, a jesli f'(x) < 0, to f(z) maleje. Ponadto, jesli f”(z) > 0, to
znaczy, ze f'(x) rosnace i funkcja f(z) jest wypukla. Podobnie, jesli f”(z) < 0 to f(z) jest
wklesta.

. Jesli f’(xg) = 0 oraz f”(x) zmienia znak w punkcie xg, to zo jest punktem przegiecia

funkcji f(x): punkt, w ktérym zmienia sie jego wklestos¢.

. Jesli f'(xg) = 0, to xg jest punktem krytycznym funkcji f(x). Punkt krytyczny wymaga

dalszych testow, aby okresli¢, czy jest to lokalne minimum maksymalna lub punkt prze-
giecia.

. Majac wyznaczony punkt krytyczny xo (punkt dla ktérego f'(z9) = 0), test pierwszej

pochodnej sprawdza znak f’(x) w poblizu xg. Jesli mamy do czynienia przy przechodzeniu
prze punkt xy ze zmiana znaku wartosci funkeji f/(z)postaci +, 0, — to w punkcie x
funkcja f(z) ma lokalne maksimum. Jesli natomiast zmienia znaku ma postaé¢ —, 0, + to
w punkcie zy funkcja f(z) lokalne minimum.

. Majac punkt krytyczny xg, test drugiej pochodnej sprawdza znak f”(zg). Jesli f”(xzo) <0

to w zgjest lokalne maksimum funkeji f(z). Jesli f”(zg) > 0, to xg jest lokalnym minimum.
Jesli f"(zo) = 0, to test drugiej pochodny nie daje rozstrzygniecia.

. Globalne maksimum i minimum mozna zidentyfikowaé tylko po poréwnaniu wartosci funk-

cji we wszystkich krytycznych punktach i punktach koncowych przedziatu na ktérym jest
okreslona badana funkcja.
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