1 Wyklad 8. (Optymalizacja).

Rachunek rézniczkowy zostal opracowany w celu rozwiazywania praktycznych problemoéw. Na
tym wykladzie skoncentrujemy sie na problemach optymalizacyjnych, rozumianych jako zna-
lezienie "najwigkszego”, "najmniejszego”, lub "najlepszego” w sensie zadanego kryterium roz-
wiazania postawionego problemu. Oméwiona na wykladzie metoda wyznaczania optymalnego
rozwiazania bedzie opieraé si¢ o wprowadzony juz wczesniej sposdb wyznaczania za pomocg ra-
chunku rézniczkowego ekstreméw funkeji rézniczkowalnej. Tak wiec nowym wyzwaniem na tym
wykladzie bedzie w zasadzie jedynie przetozenie zadania tekstowego na problem matematycz-
ny. Zaczynamy od elementarnych przyktadéw aby pod koniec wykladu oméwié bardziej ztozone
sytuacje o znaczeniu biologicznym. Jako pierwszy przykltad zagadnienia optymalizacyjnego roz-
patrzymy pewien model rozwoju populacji.

1.1 Zalezny od liczebno$ci wzrost populacji.

Biolodzy czesto zauwazaja, ze tempo wzrostu populacji zalezy nie tylko na wielkosé¢ populacji,
ale takze na jej zageszczenia. Na dluzsza mete wzrost ze stalg intensywnoscia nie jest mozliwy. W
sytuacji gdy osobniki populacji muszg konkurowaé o zasoby srodowiska, pozywienie, terytorium
lub partneréw, zwykle nie moga inwestowaé catego swojego czasu ani energii w rozmnazanie, co
nieuchronnie prowadzi do spadku tempa wzrostu populacji. Realistyczny model rozwoju popu-
lacji powinien uwzglednié zaleznos¢ tempa wzrostu populacji od jej liczebnosci czy zageszczenia.
Jednym z typowych przyktadéw wzrostu zaleznego od gestosci jest model rozwoju logistycznego.
W modelu tym zaklada sie, ze tempo wzrostu populacji, G zalezy od wielkosci populacji, N, w
nastepujacy sposob: KN

G(N) =N (K ) .
Tutaj N jest zmienng niezalezng, a G(IN) jest funkcja opisujaca tempo wzrostu w sytuacji
gdy populacja ma wielkos¢ N. Wszystkie inne wielkosci sg parametrami modelu, ustalonymi
stalymi:

e 1 > 0 jest stala, zwana wspotczynnikiem wzrostu,

e K > 0 jest stala, zwana pojemnoscia Srodowiska reprezentujaca maksymalna wielkos¢
populacji, jaka dane $rodowisko moze utrzymac.

Tak wiec rézniczkujac funkcje G(N), traktujemy r i K jako stale. Rysunek 1 przedstawia wykres
funkcji G(N).
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Rysunek 1: Model logistycznego wzrostu liczebnosci populacji, w ktérym tempo wzrostu G zalezy od
wielkosé populacji N.



Przyklad 1. (Tempo wzrostu logistycznego). Odpowiedz na nastepujgce pytania:
(a) Wyznacz wielkosé populacji N, przy ktérym populacja wzrasta w maksymalnym tempie.
(b) Podaj wartosé maksymalnego wzrostu w kategoriach parametréow modelu, r i K.

(¢) Dla jakiej wielkosci populacji tempo wzrostu wynosi zero?

Rozwigzanie. Mozemy funkcje G(N) przedstawi¢ w formie:
K—-N T
N(———) =rN—- —N?
r ( - ) N - 2N,
z ktorej wynika, ze G(N) jest wielomianem o potegach zmiennej N, ze wspolczynniki r i r/K.
(a) Aby znalezé punkty krytyczne funkcji G(N), znajdujemy N takie, ze G'(N) = 0, a nastepnie

skorzystamy z testu na maksimum:

K
'(N)=r—2—N = —2 N N =
G'(N)=r e 0, = r =V — 5

Stad N = K/2 jest punktem krytycznym, ale czy jest to maksimum? Mozemy to sprawdzié
na kilka sposobéw. Po pierwsze, rysunek 1 pokazuje parabole skierowana ramionami do
dotu. Mozemy wiec na jego podstawie stwierdzié, ze to lokalne maksimum. Alternatywnie
mozemy zastosowaé, test drugiej pochodnej:

G"(N) = —2% <0, = wiec G(N) jest wklesla

Tak wie¢ dla N = %, funkcja ma lokalne maksimum. Zatem wielko$¢ populacji dla ktorej
tempo wzrostu jest najwieksze to K/2 czyli polowa pojemnosci $rodowiska.

(b) Maksymalna szybko$é wzrostu wyznaczymy, obliczajac warto$é¢ funkcji G w punkcie N =

K/2,
K K\ (K-% K 1 71K
G(a)”(z)( K )—T2'2—4~

(¢) Aby znalezé wielko$é populacji, przy ktérej tempo wzrostu wynosi zero, podstawiamy G(N) =
0 i rozwiazujemy réwnanie ze wzgledu na N:

G(N)=rN (K) = 0.

Istnieja dwa rozwiazania. Jedno jest trywialne: N = 0 (jest ono biologicznie interesujace
w tym sensie, ze wyklucza starozytna idee spontanicznosci, btedna hipoteze gloszaca,
ze zycie moze powstaé samoistnie, z kurzu lub powietrza. Jesli N = 0, tempo wzrostu
rowniez wynosi 0. Drugie rozwiazanie, N = K oznacza, ze populacja osiagneta wielkos¢
réwng ”pojemnosci sSrodowiska”.

1.2  Wielkos$¢ komorki zapewniajgca maksymalne tempo akumulacji sktad-
nikéw odzywczych.

Zgodnie z modelem opisanym na jednym z poprzednich wyktadéw przyjeliSmy, ze tempo wchla-
niania i konsumpcji sktadnikéw odzywezych kulistej komérki A(r), C(r) jest opisane przez:

4
A(r) = k1S =4k, CO(r) = kpV = gﬂ'k‘zr3,

gdzie k1, ko > 0 sg stalymi.



Tempo wzrostu netto sktadnikéw odzywczych, ktére jest réznica tych dwoch wielkosci, wynosi:
2 4 3
N(r)=A(r) - C(r) = 4kymr* — gﬂ'kz’l“ .

Ta wielkosé jest funkcja promienia r komérki.

Przyktad 2. Okresl promien komorki, dla ktorej tempo wzrostu netto sktadnikéw pokarmowych
N(r) jest najwicksze.

Rozwiazanie. Chcemy wyznaczy¢é maksimum funkeji N (r). Najpierw znajdujemy punkty kry-
tyczne N(r), pamietajac, ze 8kim i 4kom sa stalymi. Punkty krytyczne wystepuja, gdy N'(r) = 0.

N'(r) = 8kymr — dkomr? =0 = 4wr(2ky — ko) = 0.

Stad r = 0 lub r = 2]%. W celu okreslenia typ punktu krytycznego, uzyjemy testu drugiej
pochodnej
N”(T) = 8/€17T — SkQWT = 871’(]{?1 — kg?‘).

Podstawiajac r = 2k /ky, otrzymamy

k 2%
N (2;) — 87 (k1 _ kgkl) — 8k < 0.
2 2

Zatem druga pochodna jest ujemna gdy r = 2k;/ka, weryfikujac, ze jest to lokalne maksimum.
Stad szybko$¢ netto wchlaniania sktadnikéw odzywcezych przez komorke jest najwyzsza gdy jej
promien jest réwny r = 2k; /ko.

1.3 Optymalizacja z ograniczeniem.

W nastepnych przyktadach identyfikacja funkcji do optymalizacji wymaga pewnego namyshu.
Rozwazymy réwniez sytuacje przy opisie ktérych, bedziemy uzywaé wiecej niz jednej zmiennej
niezaleznej jednak wystepujace ograniczenia pozwolg nam wyeliminowaé z opisu modelu niektére
z nich.

1.3.1 Cylindryczna komoérka o minimalnej powierzchni.

Nie wszystkie komoérki sa kuliste. Niektore sg cylindryczne. Postaramy sie sprawdzié¢, w jaki
sposéb wymodg minimalizacji powierzchni wplywa na ogdlny ksztalt cylindrycznej komorki o
okraglym przekroju. Zaktadamy, ze objeto$¢ komorki jest stata, poniewaz w zasadzie cytoplazmy
w jego wnetrza nie mozna znaczaco “skompresowaé”. Zalézmy jednak, ze komoérka ma blone
komoérkowa, ktora moze sie rozszerzac i ktéra ma tendencje do zajmowania najmniejszej mozliwej
powierzchni. W jezyku fizycznym energia sprezysta zmagazynowana w blonie ma tendencje
do minimalizacji swej wartosci. Chcemy znalezé proporcje cylindra (czyli stosunek dlugosé do
promienia), tak aby komérka o ustalonej objetosci miala minimalna powierzchnie. Przypomnij
nastepujace wlasnosci cylindra o dlugosci L i promieniu r:

e Objetosé cylindra jest iloczynem jego powierzchni podstawy A i wysokosci, L. To znaczy
V = AL. W przypadku walca o przekroju kotowym V = 7r2L.

e Jak pokazano na rysunku 2, cylinder po ”przecieciu i rozwinieciu” ma postaé prostokata o
bokach L i 277, gdzie r jest promieniem kotowego przekroju poprzecznego. Pole powierzch-
ni bocznej jest rowne iloczynowi dtugosci bokéw, Sy, = 2mrL. Jesli "konce” cylindra sa
dwoma kolami, to suma obszaréw tych dwéch koncéw to Sy, = 27r2. W przypadku rzeczy-
wistej komorki te konce nie sg plaskimi kotowymi obszarami, my jednak dla uproszczenia
zaktadamy ptlaskie, okragle konce.
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Rysunek 2: Cylinder.

e Calkowita powierzchnia cylindra z ptaskimi koficami wynosi wtedy

S = 27rL + 2nr.
W jezyku matematyki rozwazany problem mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb.

Przyktad 3. Przy zaloZeniu, Ze objetosc jest rowna V = K, zminimalizuj podang powierzchnie
S = 2rrL 4 2% komdrki.

Rozwiazanie. Ksztalt cylindra zalezy zaréwno od dlugosci L jak i od promienia r cylindra.
Jednak przy zalozeniu ustalonej objetosci cylindra, te wielkoSci nie sa niezalezne. Mamy wigc do
czynienia z przyktadem problemu optymalizacji z ograniczeniem, tj. warunkiem, ktéry musi by¢
spelniony przez rozwiazanie problemu optymalizacyjnego. Ograniczeniem jest ”ustalona objetos¢
cylindra”,

V =mr’L = K,

gdzie K > 0 jest ustalona stala. To ograniczenie pozwala nam wyeliminowaé jedng zmienna. Na
przyktad, L, mozemy wyrazi¢ w terminach r

K
L="2
mr2

Podstawiajac taka posta¢ L do wzory opisujacego S otrzymamy
9 K 9 K 9
S=2mrL+2nr, = S(r)=2mr——y5+2mr", S(r)=2—+27r",
wr r

tak wiec teraz S jest juz funkcja pojedynczej zmiennej niezaleznej, r i statych K i 7.
Teraz mozemy sformulowaé problem optymalizacyjny: znajdz minimum funkcji S(r).
Obliczamy pochodne, aby znalez¢ i sklasyfikowaé punkty krytyczne:

§'(r) = ~20y +dar, §(r) =47y + 47
Poniewaz K, r > 0, wiec druga pochodna funkcji S(r) jest zawsze dodatnia co implikuje wy-
puklos¢ funkeji S(r) jest. Zatem kazdy wyznaczony punkt krytyczny jest zatem automatycznie

minimum lokalnym. Rozwiazujac réwnanie S’(r) = 0, majace postac:

S'(r) = —2% +4nmr =0,
K 1/3
(&)

1/3
L= (4}() _
Vs

4

otrzymujemy

T

Zatem dlugosé komorki jest réwna



Teraz majac wartosci promienia r i dtugosci L cylindra o minimalnej powierzchni mozemy scha-
rakteryzowaé ksztalt jego ksztalt. Mozemy na przyktad okresli¢ stosunek promienia do dtugodci,
ktéry po uwzglednieniu postaci r i L jest réwny:

—=2.

r
Oznacza to, ze L = 2r, a wigc dlugos¢ cylindra jest réwna Srednicy jego podstawy. Oznacza to,
ze ”cylindryczna komoérka” z elastyczna btong komérkowa byltaby prawie jak kula o promieniu
r, ktéra zostala splaszczona.

1.3.2 Optymalne zerowanie.

Zwierzeta spedzaja duzo czasu na zerowaniu - poszukiwaniu pozywienia. Czas zerowania jest
ograniczony, poniewaz po zachodzie stonca ryzyko stania sie ”pokarmem” znaczaco wzrasta,
a prawdopodobienstwo znalezienia pozywienia maleje. Osobniki, ktore najsprawniej odnajdu-
ja pozywienie w tym ograniczonym czasie, maja najwieksze szanse na przezycie. Biolodzy sg
przekonani, ze ewolucja optymalizuje zachowania zwierzat, preferujac te, ktore sa lepiej dosto-
sowane a wiec szybsze, silniejsze lub bardziej sprawne. W rozwazanej tu sytuacji te, ktore w
najbardziej skuteczny sposéb znajduja pozywienia. Postepujac zgodnie z podstawowymi zasa-
dami, oméwionymi na przyklad w monografii autorstwa Stephensa i Krebsa! przeanalizujemy
model optymalnego zerowania.

Czas przelotu T

Zerowisko
Gniazdo '

Rysunek 3: Ptak podrézuje codziennie, aby zerowa¢. Chcemy okreslié, jak dlugo powinien pozostaé¢ na
zerowisku, aby zoptymalizowaé swdj ogélny éredni zysk energii na jednostke czasu.

Oznaczenia.

e T = czas podrézy miedzy gniazdem a zerowiskiem (zakladamy, ze jest to czas nieuchronnie
marnowany ).

e t = czas przebywania na zerowisku (zwany takze czasem zerowania),

e f (t) = calkowita energia uzyskana podczas zerowania na zerowisku przez czas t.

Zysk energetyczny z zerowania. W niektérych miejscach pozywienie wystepuje w duzej
obfitoéci i mozna je szybko znalezé, podczas gdy w innych zdobycie go wymaga czasu i wysitku.
Typowy czas potrzebny do znalezienia pozywienia moze by¢ odzwierciedlony przez rézne funkcje
f(t) opisujace ilos¢ uzyskanej energii w trakcie zerowania przez czas t na zerowisku. Rysunek 4
pokazuje typowe wykresy funkcji f.

!Stephens, D. W., and J. R. Krebs, Foraging Theory, Princeton University Press, Princeton. 1986.
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Rysunek 4: Przyktady réznych ksztattéw funkeji opisujacych calkowity zysk energetyczny dla dane-

go czasu zerowania t. Ksztalty tych funkcji okreslaja, w jak skutecznie przebiega zerowanie na danym

zerowisku. .

Przyklad 4. (Zysk energetyczny a czas przebywania na zerowisku). Dla kazdego rodzaju
funkeji f(x) wyjasnij, co méwi ksztalt wykres funkcji f(t), opisujacej calkowity przyrost energii
podczas Zerowania: jak tatwo lub trudno jest znaleZé jedzenie?

Rozwiazanie. Przedstawione rodzaje zerowisk mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb:

1.

Zysk energii jest liniowo proporcjonalny do czasu spedzonego na zerowisku. W tym przy-
padku, zerowisko ma tak duzo pozywienia, ze nigdy sie nie wyczerpuje. Tak wigec warto
pozostaé na takim zerowisku tatce jak najdtuzej.

. Zysk energii jest niezalezny od spedzonego czasu. Zwierze otrzymuje pelng ilosé gdy tylko

dotrze do zerowiska.

Pozywienie stopniowo si¢ wyczerpuje (caltkowity przyrost energii spada do pewnego usta-
lonego poziomu wraz ze wzrostem t). Mamy w tym przypadku "malejacy zysk” za dtuzszy
pobyt. Sugeruje to, ze najlepiej nie zostawac¢ zbyt dlugo na zerowisku.

. Zwigksza sie nagroda za dluzsze pozostanie na tym zerowisku: zysk energii netto jest

opisany przez funkcje wypukta (f”(t) > 0), wiec jej nachylenie roénie.

Nabieranie energii wymaga czasu. Po pewnym zysk wzrasta, ale ostatecznie zerowisko sie
wyczerpuje.

Zbyt dlugie przebywanie w takim miejscu jest niekorzystne, powodujac utrate netto energii.
Wazne jest, aby opusci¢ to zerowisko odpowiednio wczesnie, aby uniknaé tej straty.



Przyktad 5. Rozwazmy hipotetyczng funkcje energii opisujgcq zZerowisko

Emaxt
kE+t’

ft) =
gdzie oz, k > 0, sqg statyma.
(a) Dopasuj te funkcje do jednego z typow funkcji z rysunku 4.

(b) Zinterpretuj znaczenie stalych Epqaz, k.

Rozwiagzanie.

(a) Funkcja przypomina ksztaltem kinetyke Michaelisa-Menten. Tak wiec opis (3) jest najbliz-
szym dopasowaniem.

(b) Einmas jest asymptota pozioma, odpowiadajaca gornej granicy catkowitej ilosci energii, jaka
mozna uzyskaé z zerowiska. Parametr £ ma wymiar czasu i steruje ”stromoscia” wykresu
funkeji. Zerowanie przez czas t = k, prowadzi do uzyskania przez osobnika zerujacego
polowy calkowitej dostepnej energii, poniewaz f(k) = Epqz/2.

Przyktad 6. (Optymalizacja). Mozemy zalozyé, zZe zZerujgcy osobnik prébuje zmaksymalizowaé
Sredni zysk energii w jednostce czasu, zdefiniowany przez stosunek:

_ Catkowita uzyskana energia

R(t) =

Calkowity spedzony czas
Zapisz R(t) dla zalozZonej funkcji energetycznej Zerowiska postaci

Emaxt

it = e

Rozwigzanie. ” Caltkowity czas spedzony” to suma ustalonej ilosci czasu 7 spedzonego na po-
drézowaniu na zerowisko i czas t zerowania. ” Catkowita uzyskana energia” to f(t). Zatem dla
funkeji zerowiska f(t) z przyktadu

_f) Emaat
B =iy = o

Mozemy teraz sformutowaé problem matematyczny:
Znajdz czas t, ktéry maksymalizuje R(t).
Znajdujac takie t, okreélimy optymalny czas przebywania na zerowisku.

Przyktad 7. Uzyj rachunku rézniczkowego, aby znaleZé i sklasyfikowac punkty krytyczne funkcji
R(t).

Rozwiazanie. Najpierw naszkicujemy wykres funkcji R(¢), ze wzgledu na interpretacje ¢ jako
czasu przebywania na zerowisku, jedynie dla ¢ > 0.

e Dla ¢t ~ 0 mamy R(t) = (Emaz/kT)t, wieé w poblizu zera R(t) ro$nie liniowo.



e Poniewaz, gdy t — 00, R(t) — Epet/t? — 0, wiec funkcja R(t) ostatecznie maleje do
zera. Mozemy to zilustrowaé nastepujacym rysunkiem.

R(t)

Rysunek 5:

e Poniewaz funkcja R(t) jest ciagta dla ¢ > 0, wiec wykres funkcji R(t) ma ksztalt przedsta-
wiony na rysunku 6.

R(t)

Rysunek 6:

e Formalnie aby znalezé lokalne maksimum, najpierw za pomoca reguty ilorazu obliczamy
pochodna R/(t), a nastepnie przyréwnujemy ja do zera
kr — 2

R'(t) = Enaz et 020r +1)° = 0.

Stad otrzymujemy, ze
kr —t2 =0, co implikuje t12 = E£VET.

Odrzucajac ujemne rozwiazanie, wnioskujemy, ze punkt krytyczny funkcji R(t) to

try = VKT,

e Funkcja R(t) jest funkcja wymierna, wiec jej druga pochodna jest skomplikowana, wiec
aby sprawdzi¢ czy mamy do czynienia z minimum czy tez z maksimum skorzystamy z test
pierwszej pochodnej, czyli sprawdzimy znak R'(t) po obu stronach punktu krytycznego.



e Analizujemy teraz postaé¢ pochodnej funkcji R(t),

kr — t2
(k+ )2 (r + )2

R (t) = Emaz
Poniewaz mianownik tego ulamka jest dodatni, wiec znak R'(t) jest okreSlony przez jego
licznik, (k7 — t2).
e Zatem R'(t) > 0dlat <ty i R'(t) <0 dlat> ty,.

Potwierdza to, ze funkcja rosnie do punktu krytycznego i nastepnie maleje tak wiec punkt kry-
tyczny jest lokalnym maksimum. Wiec aby zoptymalizowaé érednig szybko$¢ przyrostu energii,
R(t), powinni$my pozostaé¢ na zerowisku przez czas tpq: = VET.

Przyktad 8. Wyznacz sredniq szybko$é przyrostu energii przy tym optymalnym czasie przeby-
wania na Zerowisku, tj. znajdZ maksymalng sredniq szybko$é przyrostu energii.
Rozwiazanie. Obliczajac warto$é¢ R(t) dla t = tpes = VET, otrzymujemy

R(t ) N Eres tmaz o Ernaz 1
mass (k+tmax)(7+tmax) N T (1 + k/T)Q.

Przyktad ten mozna rozwazajac na bardziej rozbudowane modele zerowania co pozwala prze-
analizowaé bardziej realistyczne modele ekologiczne.

Krzysztof Topolski



