1 Wyktlad 9. (Funkcja wyktadnicza).

Pojedyncza Paleczka okreznicy czyli pojedyncza bakteria FEscherichia coli w sprzyjajacych wa-
runkach dzieli si¢ érednio co dwadziedcia minuty. Na pierwszy rzut oka nie budzi to w nas
szczegblnego niepokoju. Jednak juz po chwili namystu gdy uswiadomimy sobie fakt, iz jeden
bakteria staje dwoma, ktoére po chwili staja si¢ czterema, nastepnie oSmioma i tak dalej. W
ten spos6b w ciagu jednego dnia z jednej bakterii Fscherichia coli moze powstaé superkolonie o
wielkoéci i masie réwnej cata planecie Ziemia.

Drzieje sie tak poniewaz hipotetyczny rozwéj populacji bakterii Escherichia coli przebiega w spo-
s6b wykladniczy, czyli jest opisany przez funkcje f(x) = 27, ktéra to funkcja rosnie w sposéb
wyktadniczy, a wiec "bardzo szybko”. Przeanalizujemy funkcje wykladniczg z punktu widze-
nia rachunku rézniczkowego. Zanim to jednak, zrobimy wréémy do przyktadu rozwoju bakterii
Escherichia coli.
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Przykltad 1. (Wzrost populacji bakterii). Uzyj nastepujacych faktéw, aby sprawdzié stwier-
dzenie poczynione na poczgtku wykladu.

e Masa jednej bakterii E. coli to 10712 [g] = 10715 [kg].
e Masa Ziemi to okoto 6 x 10%* [kg].

Rozwiazanie. Opierajac sie na powyzszych dwbch faktach, policzmy jaki powinien by¢ rozmiar
koloni E. coli, czyli liczba bakterii m, ktore razem maja mase réwng masie Ziemi

6 x 10* kg a9

Kazda godzina odpowiada trzem pokoleniom. W okresie 24 godzin, bedziemy mieé¢ 24 x 3 = 72
pokolen, z ktérych kazde podwaja wielkoéé kolonii. Po 1 dniu niekontrolowanego wzrostu liczba
bakterii bedzie wiec réwna 272. Mozemy korzystajac z faktu, ze 2'9 ~ 10? dokonaé oszacowania:

272 =92 % 270 — 4 x (2197 = 4 x (10%)7 = 4 x 10%.
Uzywajac kalkulatora naukowego, mozemy wyznaczy¢ ze wartosé 272 wynosi 4,7 x 1021, czyli
przyblizenie jest stosunkowo dobre. Wczesniejsze oszacowanie dokonane na poczatku wyktadu
nie jest wiec catkiem dokladne. Jednak przeprowadzone obliczenia wskazuja, ze osiagniecie przez

rozwijajaca sie kolonie dostatecznie duzej liczby bakterii, tak aby ich masa przekroczyla mase
Ziemi zajmuje mniej niz 2 dni.



1.1 Obliczanie pochodnej funkcji f(x) = a”.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem pochodnej funkcji wyktadniczej co pozwoli nam okresli¢ szyb-
kos¢é jej wzrostu. Zamiast skupia¢ sie na szczegélnym przypadku f(x) = 2%, rozwazamy funkcje
wykladnicza z dowolna dodatnia wartoscig podstawy a. Zauwaz, ze podstawa musi by¢ dodatnia
aby funkcja wyktadnicza mogta by¢ zdefiniowana dla wszystkich rzeczywistych wartosci x. Dla
a > 0, rozwazamy wiec funkcje postaci

f(z) =a".

Wykresy funkcji wyktadniczych przy réznych podstawach sg przedstawione na rysunkach 2 i 3.
W celu wuznaczenia pochodnej funkcji wykladniczej f(z) = a” skorzystamy z definicji pochodnej
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Rysunek 2: Wykresy funkeji wyktadniczych, Rysunek 3: Wykresy funkcji wyktadniczych
krzywa czerwona odpowiada wykresowi funk- przy réznych podstawach.

cji (%)w natomiast krzywa niebieska wykresowi
funkcji 4*.

da® aerh —a®

dzx h—0 h

Zmienna x pojawia sie tylko we wspolnym czynniku a®. Granica dotyczy h, a nie . Wyrazenia
w nawiasie kwadratowych zaleza tylko od podstawa a oraz h, ale po wyznaczeniu granicy ten
sktadnik jest pewna stala (niezalezna od x), ktére oznaczamy przez C,,.

Podsumowujac, stwierdzamy, ze pochodna funkcji wyktadniczej f(z) = ¢ ma
postaé

fl(x) = Cya®,
gdzie C, jest stalg zalezna tylko od podstawy a.




Przedstawmy to bardziej szczegbétowo na przyktadzie funkcji wyktadniczych o podstawie 2 oraz
10.

Przyklad 2. (Pochodna funkcji 2%). Zapisz pochodng funkcji f(x) = 27.

Rozwigzanie. Dla podstawy a = 2 mamy
[2$]/ — 02 230,

gdzie

2h—1 2h—1
Cy = }111_>n% - ~ . dla malych wartosci, h.

Przykltad 3. (Wartosé Cy). ZnajdZ przyblizong wartosé stalej Ca, z przykladu 2.

Rozwigzanie. Przyblizenie wartosci Cy mozemy otrzymaé obliczajac wartosé utamka QhT_l dla
malych, niezerowych wartosci h, np. h = 0,1, 0,01, itd. Wyniki przedstawione sg w tabeli 1.

Tablica 1. Przyblizenie wartosci statej Cs.

h Cy
0.1 0.717735
0.01 0.695555
0.001 0.693387
0.0001 0.693171
0.00001  0.693150
0.000001  0.693147
0.0000001 0.693147

Na podstawie tych wynikow mozemy przypuszczaé, ze Co ~ 0,6931. Prawdziwa wartosé jest licz-
ba niewymierna, a wic ma nieskonczenie dlugie rozwiniecie dziesietne, ktére tutaj prezentujemy
przez kilka pierwszych cyfr. Zatem pochodna funkeji f(z) = 27 to

[2%] = C3 2" ~ 0,6931 - 2°.

Przyklad 4. (Podstawa 10 i pochodna 10%). Wyznacz pochodna funkcji f(x) = 107.

Rozwiagzanie. Dla podstawy 10 mamy

10" —1

Cio = dla matych wartosci h.

Przyblizenie mozemy wyznaczy¢ na podstawie wynikéw z tabeli 2 i stwierdzamy, ze Cig =
2,3026.

Tablica 2. Przyblizenie wartosci statej C'g.

h Cho
0.1 2.589254
0.01 2.329299
0.001 2.305238
0.0001 2.302850
0.00001 2.302612
0.000001  2.302588
0.0000001 2.302585




Tak wiec
[107] = Cyp - 10" ~ 2,3026 - 10".

Zatem pochodna funkcji f(z) = a® jest proporcjonalna do siebie
samej, f'(z) = (C,) a”, ale stala proporcjonalnodci (C,) zalezy od
podstawy a.

1.2 Naturalna podstawa e.

Na podstawie przykladéw stwierdzamy, ze pochodna funkcji f(x) = a” jest funkcja f'(z) =
C, a”, gdzie stata C, zalezy od podstawy. Nasuwa si¢ wiec nastepujace pytanie. Czy istnieje
podstawa funkcji wyktadniczej, oznaczmy ja przez e, dla ktérej stala w pochodnej jest szczegdlnie
proste, a mianowicie C, = 17 Taka hipotetyczna podstawe mozemy wyznaczy¢ korzystajac
jedynie z faktu, ze

h
1
C, = lim & —1.

h—0 h

Oznacza to, ze dla matych wartoéci h

h—1xh = exh+l= ex(1+hn""

Bardziej formalnie,
1
e=lim(1+h)n.
h—0

Podstawag naturalnej funkcji wyktadniczej jest liczba rzeczywista zdefiniowana
jako:
. 1 . 1\"
e=lim(1+h)r = lim (1 + ) .

h—0 n—0oo n

Mozemy znaleZé przyblizona warto$é e, obliczajac wartosé wyrazenia (1 + h)%, dla bardzo matlej
ale skonczonej wartodci h.

Tablica 3. Przyblizenie warto$ci e

h przyblizenie e
0.1 2.5937425
0.01 2.7048138
0.001 2.7169239
0.0001 2.7181459
0.00001 2.7182682

Wyniki przedstawiono w tabeli 3 pozwalaja stwierdzié¢, ze dla h = 0,00001
e ~ (1,00001)190900 ~ 2 71826.

Podsumowujac, stwierdzamy, ze w przypadku specjalnej podstawy e mamy nastepujaca wla-

Snosé:

Pochodna funkcji f(z) = e* jest funkcja

fl(x) =¢€".




1.3  Wtasnosci funkcji f(z) = e*.
Ponizej wymieniamy niektore z kluczowych wlasnosci funkeji f(z) = exp(x) = e”.
1. e%eb = eth,

2. (ea)b = e,

3. Dla wszystkich wartosci z, e* > 0.

5. funkcja e” jest funkcja ciagly i rézniczkowalng dla wszystkich liczb rzeczywistych x.

6. lim,_,_e® =0.

7. lim, o €7 = 0.

8. Pochodna funkcji exp(z) jest funkcja [exp(x)]’ = exp(x).
Przyktad 5. Wyznacz pochodng funkcji exp(x) w punkcie x = 0 i pokaz, Ze prosta styczna w
tym punkcie do wykresu funkcji e* jest prosta o réwnaniu y = x + 1.

Rozwigzanie. Pochodng funkeji e” jest funkcja e”, tak wiec poniewaz exp(0) = 1 wieé exp’(0) =
1. Nachylenie stycznej w punkcie x = 0 wynosi zatem 1. Styczna przebiega przez punkt o
wspoétrzednych (0, e) = (0, 1), wiec ma punkt przeciecia z osia OY réwny 1. Zatem styczna w
x = 0 ma réwnanie postaci y = z + 1. Jest to pokazane na rysunku 4.

Rysunek 4: Wykresy funkeji f(z) = e® oraz prosta styczna w punkcie = = 0.

Korzystajac z postaci pochodnej funkeji wykladniczej exp(z) i reguly lancucha, mozemy teraz
obliczy¢ pochodne ztozenia funkcji z funkcja wykltadnicza.



Przykltad 6. Wyznacz pochodng funkcji y = f(x) = exp(kx).

Rozwiazanie. Jedli u = kx daje y = e“. Zastosowanie reguly tancucha prowadzi do:

dy _ dydu
der  dudz’
ale J J
In k, wiec In ek = ke,

Wynik ten wykorzystamy w dalszej czesci wyktadu.

Pochodng funkcji f(z) = e jest

dekt

= ke,
dx ¢

Przyktad 7. (Reakcje chemiczne). Zgodnie z teorig zderzen dwuczgsteczkowe reakcje gazowe,
reakcja miedzy dwiema czgsteczkami zachodzi, gdy czgsteczki zderzajq sie z energiq wiekszqg niz
energia aktywacji, E,, nazywana energiq aktywacji Arrheniusa. Wielkosé E, > 0 jest stala
specyficzna dla substancyi biorgcych udzial w reakcji. Ulamek zderzen, w ktorych to zderzenie
zachodzi z energiq wiekszq niz energia aktywacji jest opisany przez

F = e*(Ea/RT),
gdzie T to temperatura w stopniach Kelvina, a R > 0 to stala gazowa. Zaléimy, zZe temperatura

T rosnie ze stalg szybkoscig C na jednostke czasu. Okresl szybkoSé zmian frakcji zderzen F,
ktore powodujq zajscie reakcyi.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze F' jest funkcja wyktadnicza ktorej argument jest funkcja zalezna
od temperatury. Poniewaz temperatura ulega zmianie w czasie wiec funkcja f jako funkcja
argumentu t czyli czasu jest funkcja ztozona

F(t) = ¢ (Ba/BT()

Biorac to pod uwage oraz fakt, iz ‘% = C i oznaczajac u = —FE,/RT otrzymujemy F = e“.
Uzywajac zasady lancuchowa,

ar _ dF dudT

dt — dudl dt’

Poniewaz F,, R, i C sa stalymi, wiec

dr du E,
—— =e" oraz —— =

du dl RT?*

Ostatecznie wiec mamy;,
af  u Lo o Bapa (g.rr) _ CEa (p.r1)
dt RT? R RT?
Zatem szybkos$¢ zmiany utamka F zderzen, ktore skutkujg zajsciem reakcji jest réwna

CEa (B, RT)
RT?



1.4 Funkcja e jako punkt staly operatora pochodnej
Na chwile kierujemy nasza uwage na ciekawg obserwacje. Wiemy, ze funkcja
y=[flx) =¢,
spelnia nastepujaca zalezno$é
Y Pa)= @) =y

Innymi stowy, podczas rézniczkowania otrzymujemy ponownie te samg funkcje. Podsumowuje-
my te obserwacje:

Funkcja y = f(z) = e” jest rowna swojej wlasnej pochodnej. W zwigzku z tym
spelnia réwnanie
dy
de
Roéwnanie laczace funkcje i jej pochodng (pochodne) nazywa sie réwnaniem
rézniczkowym.

Y.

To jest nowy typ réwnania, w ktérym niewiadoma jest funkcja, a réwnanie zawiera pochodng
lub pochodne funkcji bedacej niewiadoma. Réwnania rézniczkowe pojawiaja sie w wielu zagad-
nieniach jest w biologii, fizyce, chemii w naukach technicznych oraz ogdlnie w nauce.

1.5 Logarytm naturalny jako funkcja odwrotna do funkcji wykladniczej e”.

Dla funkcji y = f(x) = e® definiujemy jej funkcje odwrotna, oznaczang przez f~!(z) = log,(z) =
In(z), jako funkcje dla ktérej
U @) = 1 (f(2) = =,
czyli
In(e”) = ) = g
Tak jak pokazane na rysunku 5, wykresy funkcji e” i In(x) sa wzajemnymi odbiciami wzgledem
prostej y = .

T
%e”NX

log|

Rysunek 5: Wykres funkeji y = e® i jej funkeji odwrotnej, y = Inx.



Wiasnoéci logarytmu wynikaja bezposérednio z wlasciwosci funkcji wyktadniczej.

1. In(ab) = In(a) + In(b),

[\

. In(a®) = blIn(a),

. In (%) =In(a™!) = —1In(a),

4. wzor na zamiane podstawy logarytmu

w

1
logn(a) = m, n > 0.

1.6 Pochodna funkcji logarytmicznej In(z)

Zmnajac pochodng oryginalnej funkcji, mozemy obliczy¢ pochodna jej funkcji odwrotnej. W tym
celu wykorzystamy zwigzek miedzy funkcja i jej funkcja odwrotna.

Niech f(x) bedzie funkcja rézniczkowalna, a f~!(x) jej funkcja odwrotna. Poniewaz
F ) =,

wiec
(@) =[]

Korzystajac z wzoru na pochodna funkcji zlozonej oraz faktu, ze [x]’ = 1 otrzymujemy
@) - () =1,

co mozna przeksztalci¢ do postaci
1
@)
W ten sposéb mamy do dyspozycji wzér umozliwiajacy wyznaczenie pochodnej funkcji odwrotnej
do funkcji, dla ktorej znamy pochodna.

[ @) =

Jesli f~!(z) jej funkcja odwrotng do funkcji rézniczkowalnej f(z) to

1

B ) | e —
SO F)

W przypadku funkcji f(z) = e* oraz f~!(z) = In(z) otrzymujemy

In(z))' = —— = =

W ten sposéb pokazalidmy, ze:

Pochodna funkcji logarytmicznej in(z) to funkcja

d In(z)
dx

= (@) =




Przyklad 8. (Rozwdj populacji bakterii). Zaczynajoc od pojedynczej bakterii, jak dlugo
trwa, zanim kolonia bakterii E. coli osiggnie rozmiar 6 x 103 zakladajgc, Ze bakterie dzielg sie
co co 20 minut?

Rozwigzanie. Obliczamy czas potrzebny na osiagniecie wymaganej liczebnosci 6 x 1039, roz-
wigzujac ze wzgledu na t réwnanie

B(t) = 2" = 6 x 10%.
6x10% =220 —  In(6 x 10%) = In(2"/?°)

In(6) + 39 In(10) = 2% In(2).

Mozemy teraz wyznaczy¢ wartosé ¢t dla ktorej spelniona jest powyzsza réwnosé:

In(6) + 391n(10) 1,794 39 x 2,3 . 2640, 4
t =20 =20 = 2640, 4 = dz]|.
n(2) 0,693 A {min] = =5 lgodz]
W zwiazku z tym potrzeba 44 godzin, ale mniej niz 2 dni, aby kolonia osiagneta mase Ziemi.

Na szczescie przy zalozeniu nieprawdopodobnego scenariusza nieograniczonego wzrostu.

Krzysztof Topolski



