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Weryfikacja hipotez statystycznych dotyczacych
rozkfadu.
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Test zgodnosci x? Pearsona.

Przypusémy, ze mamy urne w ktérej znajduje sie m kul. Kazda
kula ma jedna z k wyfaczajacych sie wzajemnie cech.
@ mp ma ceche pierwszy,
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Test zgodnosci x? Pearsona.

Przypusémy, ze mamy urne w ktérej znajduje sie m kul. Kazda
kula ma jedna z k wyfaczajacych sie wzajemnie cech.

@ mp ma ceche pierwszy,
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Wtedy wektor losowy (Ni, ..., Nx) ma rozktad wielomianowy

_ _ _ n! ny ny
P{N]_ =n,..., Nk = nk} = Wpl pk s

gdzie pj = 7L, i =1,..., k.
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Statystyka x? Pearsona

Statystyka
k

ma rozktad asymptotyczny Xk—l (chi kwadrat z kK — 1 stopniami
swobody).
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Dowdd dla przypadku k = 2

Z centralnego twierdzenia granicznego wiemy, ze

Ny — npy
Vpi(1—p1)’

ma asymptotycznie standardowy rozktad normalny N(0, 1).
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Dowdd dla przypadku k = 2

Z centralnego twierdzenia granicznego wiemy, ze

Ny — npy
np1(1—p1)’

ma asymptotycznie standardowy rozktad normalny N(0, 1).
Stad
N: — 2
7 _ (N1 —npy) ’
np1(1 — p1)
ma asymptotycznie rozktad chi kwadrat z jednym stopniem
swobody x2.

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Niech X bedzie dyskretng zmienna losowa, ktéra przyjmuje k
réznych wartosci xi, xo, ..., Xx. Niech

P{X=x}=pi, i=1,..k

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Niech X bedzie dyskretng zmienna losowa, ktéra przyjmuje k
réznych wartosci xi, xo, ..., Xx. Niech

P{X=x}=pi, i=1,..k

Niech Xi, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozkfadzie jak zmienna losowa X. Préba prosta z rozktadu
dyskretnego o gestosci {p;, i =1, ..., k}.
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Oznaczmy przez O; liczbe tych zmiennych sposréd Xi, ..., X, ktére
przyjety wartos$¢ x; a przez E; = np; oczekiwang liczbe wartosci x;.
Wektor losowy (01, O, ..., Ox) ma rozktad wielomianowy z
parametrami n i (p1, ..., px) natomiast zmienna losowa

k
=y O E)
i=1 !

ma asymptotyczny rozktad chi kwadrat z (k — 1) stopniami
swobody X2 ;.

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Test zgodnosci x? dla hipotezy proste;]

Rozwazmy dyskretng zmienng losowa X o nieznanym rozkfadzie
P{X:Xi}:qia i:]-""vka
g; sa nieznane. Stawiamy hipoteze

Ho: qi=p; dlakazdego i=1,..., k.
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Test zgodnosci x? dla hipotezy proste;]

Rozwazmy dyskretng zmienng losowa X o nieznanym rozkfadzie
P{X=xi}=gqi, i=1,..k,
g; sa nieznane. Stawiamy hipoteze
Ho: qi=p; dlakazdego i=1,..., k.

Statystyka testowa to statystyka Pearsona X,ZD

(0i — E)?

2 _
Xp = Ei )

M-

i=1

ktéra w tym przypadku ma postaé
 (0; — np;)?
2 i i
Xp=) ————-
; npi
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Przyktad

Sprawdzamy, ze cyfry z tabeli

ilol1]2|3]4]5]6]7]8]9
0;[33]32]29]31[37[34[34[26]32]32

sg wygenerowane z rozktadu jednostajnego.
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Przyktad
Sprawdzamy, ze cyfry z tabeli

ilol1]2|3]4]5]6]7]8]9
0;[33]32]29]31[37[34[34[26]32]32

sg wygenerowane z rozktadu jednostajnego.

Przetestujemy hipoteze
. 1 . :
Ho: P{X=1i}= 0’ dla kazdego i =0,...,9,

na poziomie istotnosci a = 0, 01.
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W tabeli jest 320 cyfr a wiec n = 320. Wszystkie czestosci

oczekiwane s3 takie same

n 320

Ei=—=—=32
10 10

Statystyka testowa ma warto$é¢ X% = 2,5, natomiast kwantyl rzedu

0,99 dla rozktadu x? z 9 stopniami swobody jest réwny

X3:0,01 = 21,67. Tak wigc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy

zerowej i przyjmujemy Hy (p—warto$¢ jest w tym przypadku réwna

p = 0,981.
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Test zgodnosci x? dla hipotezy prostej cd.

Test x? mozemy takze stosowaé do sprawdzania hipotez o postaci
rozktadu ciggtego. W tym celu nalezy wyznaczy¢ roztaczne klasy
A1, ..., Ak (podobnie jak przy konstrukcji histogramu) i obliczy¢,
przy zatozeniu hipotezy zerowej Hy, prawdopodobienstwa

e p1 = P{X S Al},
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Test zgodnosci x? dla hipotezy prostej cd.

Test x? mozemy takze stosowaé do sprawdzania hipotez o postaci
rozktadu ciggtego. W tym celu nalezy wyznaczy¢ roztaczne klasy
A1, ..., Ak (podobnie jak przy konstrukcji histogramu) i obliczy¢,
przy zatozeniu hipotezy zerowej Hy, prawdopodobienstwa

e p = P{X € A},
o pp = P{X € A},
° ...,

° px = P{X € A¢}.

Niech n oznacza wielko$¢ préby, a O; liczbe obserwacji w i—tej
klasie. Za pomoca testu x? Pearsona mozemy sprawdzié, czy
zaobserwowane czestosci Oy, Oa, ..., Ok podlegaja rozktadowi z

gestoscia {p;, i =1, ..., k}.
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Metode te zilustrujemy nastepujacym przyktadem.
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Metode te zilustrujemy nastepujacym przyktadem.
Przyktad

Wedtug producenta pojemnos¢ jego naczynie miareczkowego ma
rozktad normalny z wartoscig Srednig réwna nominalnej pojemnosci
oraz odchyleniu standardowym réwnym 0,01 mm?3. Aby to
sprawdzi¢, przebadano pojemnos¢ 200 naczyn o nominalnej
pojemnosci réwnej 30 mm?3. Wyznaczono k = 10 roztacznych klas
A1, ..., A1p. Ich granice z zaobserwowanymi liczebnosciami sa
podane w tabeli
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Klasa O; E;
(—00,29,980] 2 | 4,55
(29,980,29,985] | 13 | 8,81
(29,985,29,990] | 20 | 18,37
(29,990,29,995] | 26 | 29,98
(29,995, 30,000] | 40 | 38,29
(
(
(
(

30,000, 30, 005] | 42 | 38,29
30,005, 30, 010] | 26 | 29, 98
30,010, 30, 015] | 21 | 18,37
30,015,30,020] | 10 | 8,81
(30,020, +o0) | O | 4,55

OO NGB WIN| | =

—
o
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Niech X oznacza pomiar pojemnosci oraz niech g; = P{X € A;}.
W zapewnienia producenta oznaczaja, ze X ma rozkfad normalny
N(30,00, 0,0001). My sprawdzamy hipoteze Hp : ¢q; = pj, w

ktorej
aj — 30 aji—1 — 30
— PO (i Sl
Pi ( 0,01 > < 0,01 >

gdzie A; = (aj_1, a;] jest i—ta klasa.
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Niech X oznacza pomiar pojemnosci oraz niech g; = P{X € A;}.
W zapewnienia producenta oznaczaja, ze X ma rozkfad normalny
N(30,00, 0,0001). My sprawdzamy hipoteze Hp : ¢q; = pj, w

ktorej
aj — 30 aji—1 — 30
= P (it B
Pi ( 0,01 ) < 0,01 >

gdzie A; = (aj_1, a;] jest i—ta klasa.

Na podstawie danych z tablicy, w ktérych taczymy w jedna dwie
dolne i dwie gbérne klasy otrzymujemy nastepujaca wartosé
statystyki testowe;j X% = 3,06. Poniewaz przy 7 stopniach
swobody p—warto$¢ wynosi 0,879, nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej Hy, a w takim razie takze hipotezy o rozktadzie
normalnym N(0, 1) pojemnosci naczyn miareczkowych.
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Przyblizenie rozktadem x? mozna uznaé za dopuszczalne, gdy
np; > 5 dla kazdego i =1, ..., k.
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Testowanie jednorodnosci

Zatézmy, ze interesuje nas jednorodno$é k rozktaddéw w sytuacji
gdy obserwacje kazdej z populacji moga naleze¢ do / kategorii.
Oznaczmy przez (pgi), ...,p/(i) nieznany rozktad i—tej populacji,
i=1,...,k. Chcemy przetestowaé hipoteze

Hy : (1) = pl(z) .. = plgk) dla kazdego i=1,2,...,/.
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Procedure testowania opieramy na nj; liczbach obserwacji z i—tej
populacji nalezacych do j—tej klasy, gdzie

/
E njj = n;..
j=1

Przy zachodzeniu hipotezy zerowej wszystkie populacje maja ten
sam rozktad (p1, p2, ..., P1),

k .
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Procedure testowania opieramy na nj; liczbach obserwacji z i—tej
populacji nalezacych do j—tej klasy, gdzie

/
E njj = n;..
j=1

Przy zachodzeniu hipotezy zerowej wszystkie populacje maja ten
sam rozktad (p1, p2, ..., P1),

k .

Estymatorem prawdopodobiefistwa p; jest utamek
n.j
n 7

gdzie

k
n;= E nj oraz n= E njj.
i=1 j i

j=1i=1
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Statystyka testowa jest statystyka

Statystyka X% ma asymptotyczny rozkfad chi kwadrat z
(k —1)(/ — 1) stopniami swobody.
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