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Test zgodnosci x? Pearsona.
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Test zgodnosci x? dla hipotezy ztozonej.

Oméwilismy przypadek, w ktérym sformutowana hipoteza Hy
okreslata catkowicie rozktad zmiennej losowej. W wielu
zagadnieniach praktycznych stawia sie réwniez hipotezy, ktére nie
okreslaja catkowicie rozktadu. Mozemy mieé na przyktad do
czynienia z hipoteza, ktéra orzeka, ze zmienna losowa X ma
rozktad dyskretny o znanej postaci ogdlnej {pi(6), i =1,...,k}, a
parametr f pozostaje nieokreslony.
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W tej sytuacji nie mozemy bezposrednio skorzystaé ze statystyki
X% gdyz nie mozemy obliczy¢, E; = E;(0) = np;(0), teoretycznych
oczekiwanych liczebnosci klas. Zalezg one bowiem od wartosci
nieznanego parametru 6. Okazuje sie, ze jeSli nieznany parametr 6
jest oszacowany za pomoca metody najwiekszej wiarogodnosci, to
statystyka

i=1 Ei(

gdzie 6 oznacza estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru 6,
ma nadal asymptotyczny rozktad x? ale juz nie z k — 1 stopniami
swobody ale z k — 2 stopniami swobody.
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Test zgodnosci x? dla hipotezy ztozonej cd.

W diploidalnej populacji z losowym kojarzeniem czesto$¢ allelu A
jest réwna 6. Jesli populacja znajduje sie w réwnowadze
Hardyego-Weinberga to czestosci genotypéow AA, Aa i aa s3 réwne
odpowiednio 62, 20(1 — 6) i (1 — ).
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Przyktad cd.

Zatézmy, ze w populacji stwierdzono 110 osobnikéw o genotypie
AA, 235 osobnikéw o genotypie Aa oraz 155 osobnikéw o
genotypie aa. Czy istnieje podstawa do odrzucenia hipotezy o
znajdowaniu sie tej populacji w warunkach réwnowagi
Hardyego-Wainberga.
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Przyktad cd.

W tym przypadku hipoteza zerowa ma postaé

Ho : p1(6) = 62, po(0) = 20(1 — 0), p3(0) = (1 — H)2.
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Przyktad cd.

W tym przypadku hipoteza zerowa ma postaé
Ho : p1(6) = 62, po(0) = 20(1 — 0), p3(0) = (1 — H)2.

Estymator parametru 6 wyznaczony metoda najwiekszej
wiarogodnosci jest postaci

2n1 + no

H—
2n

gdzie n = ny + ny 4 n3.
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Przyktad cd.

W tym przypadku hipoteza zerowa ma postaé

Ho : p1(6) = 62, po(0) = 20(1 — 0), p3(0) = (1 — H)2.
Estymator parametru 6 wyznaczony metoda najwiekszej
wiarogodnosci jest postaci

A~ 2n1+ o

0= ——
2n

gdzie n = ny + ny 4 n3.

Poniewaz

Genotyp | AA | Aa | aa
n; 110 | 235 | 155

wiec
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Przyktad cd.

Statystyka testowa jest wiec réwna

(110 — 103,51)% (235 — 247,97)? +(155 — 148, 51)?
103,51 247,97 148,51

Xp = —1,369.
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Przyktad cd.

Statystyka testowa jest wiec réwna

(110 — 103,51)% (235 — 247,97)? +(155 — 148, 51)?
103,51 247,97 148,51

Xp = —1,369.

Dla tej wartosci statystyki testowej p—wartos$¢ jest réwna 0,24,
czyli nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.
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Testowanie hipotezy o niezaleznosci

Za pomoca testu x2 mozemy przetestowaé hipoteze o
niezalezno$ci dwdch zmiennych losowych. Niech (X, Y') bedzie
dwuwymiarowym wektorem losowym o rozktadzie dyskretnym

rp=P{X=x,Y=y}, i=1..,a j=1,..b
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Testowanie hipotezy o niezaleznosci

Za pomoca testu x2 mozemy przetestowaé hipoteze o
niezalezno$ci dwdch zmiennych losowych. Niech (X, Y') bedzie
dwuwymiarowym wektorem losowym o rozktadzie dyskretnym

rp=P{X=x,Y=y}, i=1..,a j=1,..b

Rozktad {rjj} mozemy wygodnie zapisa¢ w tablicy

X/Y | yi|y2 || ¥
X1 ni|\n2|...| np
X2 Pl | N2 | ... | Pp
Xa Fai | ra2 | --- | Fab
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Testowanie hipotezy o niezaleznosci

Stawiamy hipoteze zerowa Hp, ze zmienne losowe X i Y s3
niezalezne.

Ho: P{(X,Y)=(xi,y))} = P{X =x} P{Y =y}, dla wszystkich i,
Jesli wprowadzimy oznaczenia

pi = P{X =x} oraz q;j=P{Y =y}
to mozemy hipoteze Hy zapisaé w postaci

Ho : rij = pi qj, dla wszystkich i, .
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Testowanie hipotezy o niezaleznosci

Hipoteza zerowa jest hipoteza ztozong. Nie okreslamy ani
prawdopodobienistw rj; ani prawdopodobiefistw p; oraz g;.
Orzekamy jedynie, ze prawdopodobiefistwo rj; jest réwne
iloczynowi pewnych liczb p;j oraz g;, ktére bedziemy traktowac jako
parametry. Poniewaz

prt+p+...+pa=1 oraz g1+qgp+..+qgp=1

wiec mamy a + b — 2 niezaleznych parametréw, ktére musimy
estymowac na podstawie danych.

Dwa pozostate parametry, p, oraz qp, okreslamy za pomoca
réwnosci

a—1 b—1
pa=1-)Y pi oraz gy=1-) g
i—1 =1
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Testowanie hipotezy o niezaleznosci

Estymacji dokonujemy na podstawie n elementowej proby prostej
(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn). Oznaczmy przez Oj; liczbe par
(Xk, Yk) réwnych (x;, y;). Wygodnie jest zapisa¢ dane w tabeli

X/Y | y1 | y2 |..| ¥Yb | Suma
X1 011 012 Olb Ol.
X2 021 022 O2b 02.

Xa Oal Oa2 Oab Oa.
Suma 0.1 0.2 O.b n
gdzie
O;. — oznacza sume liczb w i — tym wierszu,

O, — oznacza sume liczb w j — tej kolumnie.
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Testowanie hipotezy o niezaleznosci

Estymatorami wyznaczonymi metoda najwiekszej wiarogodnosci
nieznanych parametréw ps, ..., p; oraz qi, ..., gp S3 odpowiednio

A i .
pi=— I:]-v"'va7
n
oraz 0
A Y o
q=-— J=L..b
n
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Procedure testowania opieramy na statystyce testowe]
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Procedure testowania opieramy na statystyce testowe]
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Procedure testowania opieramy na statystyce testowe]

2
b _ 0. 9
2 : <O’J " ”)
Xp = Z 0. O
j=1i=1 =

Po przeksztatceniu

_0.04)?
x%:ni a (OUO,-.O.: J> .

j=1i=1

Statystyka X%: ma asymptotyczny rozkfad chi kwadrat z
(a—1)(b— 1) stopniami swobody.
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Stopnie swobody

Liczba stopni swobody wynika z faktu, ze mamy k = ab klatek
oraz szacujemy a + b — 2 niezaleznych parametréw, a wiec liczba
swobody rozktadu statystyki testowej jest réwna
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Stopnie swobody

Liczba stopni swobody wynika z faktu, ze mamy k = ab klatek
oraz szacujemy a + b — 2 niezaleznych parametréw, a wiec liczba
swobody rozktadu statystyki testowej jest réwna

v=ab—-1—(a+b—-2)=(a—1)(b-1).
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Przyktad

W fabryce telewizoréw sadzi sie, ze jako$¢ obrazu
wyprodukowanego telewizora nie zalezy od jakosci dzwieku. Aby
sprawdzi¢ to przypuszczenie, zbadano 100 wybranych losowo
telewizoréw i otrzymano wynik podany w tablicy:
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Przyktad

W fabryce telewizoréw sadzi sie, ze jako$¢ obrazu
wyprodukowanego telewizora nie zalezy od jakosci dzwieku. Aby
sprawdzi¢ to przypuszczenie, zbadano 100 wybranych losowo
telewizoréw i otrzymano wynik podany w tablicy:

Obraz/Dzwiek | zta | dobra | wysoka | Suma
zta 11 17 6 34
dobra 15 18 7 40
wysoka 8 8 10 26
Suma 34 | 43 23 100
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Przyktad cd.

Nalezy postawié i przetestowaé hipoteze, przyjmujac poziom
istotnosci 1 — a=0,9.
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Przyktad cd.

Nalezy postawié i przetestowaé hipoteze, przyjmujac poziom
istotnosci 1 — a=0,9.
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Przyktad cd.

Nalezy postawié i przetestowaé hipoteze, przyjmujac poziom
istotnosci 1 — a=0,9.

Hipoteza zerowa orzeka, ze jako$¢ dzwieku jest niezalezna od
jakosci obrazu.
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Przyktad cd.

Oczekiwana czesto$¢ w poszczegblnych klatkach.

Jakos¢ obrazu/dzwieku | zta | dobra | wysoka | Suma
zta 11,56 | 14,62 | 7,82 34
dobra 13,60 | 17,20 | 9,20 40
wysoka 8,84 | 11,18 | 5,98 26

Suma [ 34,00 | 43,00 | 23,00 | 100 |
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Przyktad cd.

Oczekiwana czesto$¢ w poszczegblnych klatkach.

Jakos¢ obrazu/dzwieku | zta | dobra | wysoka | Suma
zta 11,56 | 14,62 | 7,82 34
dobra 13,60 | 17,20 | 9,20 40
wysoka 8,84 | 11,18 | 5,98 26
y Suma [ 34,00 | 43,00 | 23,00 | 100 |

Otrzymujemy warto$¢ statystyki X% = 5,23 dla rozktadu x? z 4
stopniami swobody daje to p—warto$¢ réwna 0,26.
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Przyktad cd.

Oczekiwana czesto$¢ w poszczegblnych klatkach.

Jakos¢ obrazu/dzwieku | zta | dobra | wysoka | Suma
zta 11,56 | 14,62 | 7,82 34
dobra 13,60 | 17,20 | 9,20 40
wysoka 8,84 | 11,18 | 5,98 26
y Suma [ 34,00 | 43,00 | 23,00 | 100 |

Otrzymujemy warto$¢ statystyki X% = 5,23 dla rozktadu x? z 4
stopniami swobody daje to p—warto$¢ réwna 0,26.

Tak wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Jako$¢
dzwieku jest niezalezna od jakosci obrazu.
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Tablice kontyngencji

Dla danych, ktére mozemy przedstawi¢ w tablicy dwudzielczej

X/Y 1 | Suma
0 b a+b
1 c d c+d
|Suma|a+c|b+d| n |

statystyka X% przyjmuje postaé
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Tablice kontyngencji

Dla danych, ktére mozemy przedstawi¢ w tablicy dwudzielczej

X/Y 1 | Suma
0 b a+b
1 c d c+d
|Suma|a+c|b+d| n |
statystyka X% przyjmuje postaé
n(ad — bc)?

2 _
P Grb)(ct+d)(ato)(b+td)
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