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Testy nieparametryczne.
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Metody rangowe

Zatézmy, ze mamy do czynienia z dwoma cechami X i Y, ktérych
rozktady w populacji sa opisane rozktadami o dystrybuantach
odpowiednio F i G. Rozpatrzmy dwa niezalezne ciagi niezaleznych
zmiennych losowych Xi, ..., Xy, i Y1,..., Yn, 0 rozkfadach
odpowiednio z dystrybuantami F i G.
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Metody rangowe

Wektory (X1, ..., Xn,) 1 (Y1, ..., Yn,) stanowia one préby losowe na
podstawie, ktérych chcemy przetestowaé hipoteze zerowa

Ho : F(t) = G(t) dla wszytkich t.
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Metody rangowe

Wektory (X1, ..., Xn,) 1 (Y1, ..., Yn,) stanowia one préby losowe na
podstawie, ktérych chcemy przetestowaé hipoteze zerowa

Ho : F(t) = G(t) dla wszytkich t.
Jako hipoteze alternatywna mozemy przyjaé
Hy: G(t) < F(t) dla wszytkichti G # F.

Lub gdy sadzimy, ze ksztatt dystrybuanty jest taki sam w obu
przypadkach

Hi: G(t) = F(t —a) dla wszytkicht gdzie a > 0.
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Test Wilcoxona

Liczba godzin pracy noza
Typ 128,520 26,524 30,5 27 19 19,5 31,5 20,5 17 24,5
Typ 2 34 22,5 25 29 38 25,5 28 23 33 26 21 30
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Test Wilcoxona

Przyktad

Liczba godzin pracy noza
Typ 128,520 26,524 30,5 27 19 19,5 31,5 20,5 17 24,5
Typ 2 34 22,5 25 29 38 25,5 28 23 33 26 21 30

Oznaczmy przez F dystrybuante rozktadu czasu pracy noza typu 1
a przez G dystrybuante czasu pracy noza typu 2.
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Przyktad cd.

Chcemy przetestowaé hipoteze

Ho : F(t) = G(t) dla wszytkicht.
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Przyktad cd.

Chcemy przetestowaé hipoteze

Ho : F(t) = G(t) dla wszytkicht.

Jako hipoteze alternatywna przyjmujemy hipoteze

Hy: G(t) < F(t) dla wszytkichti G # F.
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Konstrukcja testu Wilcoxona

W pierwszym kroku taczymy dane w jeden zbidr, a nastepnie
porzadkujemy go w porzadku rosngcym i otrzymujemy

17 19 19,5 20 20,5 21 22,5 23 24 24,5 25 25,5

26 26,5 27 28 28,529 30 30,5 31,5 33 34 38

Obserwacje pogrubione to czasy pracy nozy typu 2.

Wida¢, ze maja one tendencje do zajmowania dalszych miejsc w
tym ciggu. Moze to sSwiadczy¢ o tym, ze czas pracy nozy typu 2
jest statystycznie wiekszy niz czas pracy nozy typu 1. Aby to
przypuszczenie zweryfikowaé wykonajmy drugi krok.
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Konstrukcja testu Wilcoxona

W kroku drugim przypiszmy kazdej obserwacji range jaka zajmuje
w potaczonym ciagu obserwacji ciggu. Obserwacje odpowiadajace
czasom pracy nozy typu 2 maja rangi

67811121316 18 19 22 23 24.
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W przypadku gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna czasy
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Konstrukcja testu Wilcoxona

W przypadku gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna czasy
pracy nozy typu 2 beda miaty tendencje do zajmowania dalszych
miejsc w potaczonym ciggu.

Tak wiec przypisane tym obserwacjom rangi beda miaty tendencje
do bycia wyzszymi niz rangi przypisane obserwacjom czaséw pracy

nozy typu 1.

W konsekwencji prowadzi to do wyzszej wartos$ci sumy rang
obserwacji czaséw pracy nozy typu 2.
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Przyktad cd.

Dla danych z przyktadu suma tych rang jest réwna
w=6+7+8+11+12+13+16+18+19+22+23+24 = 179.

Wartos¢ ta jest wieksza niz 150, oczekiwana wartos¢ tej sumy w
przypadku zachodzenia hipotezy zerowej.
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Test rangowy

Definicja.

Statystyka Wilcoxona dla testowania hipotezy
Ho : F(t) = G(t) dla wszytkicht.
przeciwko hipotezie alternatywnej
Hy: G(t) < F(t) dla wszytkichti G # F,

nazywamy sume rang obserwacji Yi, Y2, ..., Y, w pofaczonej
prébie Xl,XQ, ...,an, Yl, YQ, 0000 Yn2.
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Statystyka Wilcoxona

Twierdzenie

Jesli F = G i dystrybuanta F jest ciggta to
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Twierdzenie

Jesli F = G i dystrybuanta F jest ciggta to
@ rozktad statystyki Wilcoxona W nie zalezy od postaci
dystrybuanty F
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Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Statystyka Wilcoxona

Jesli F = G i dystrybuanta F jest ciggta to
@ rozktad statystyki Wilcoxona W nie zalezy od postaci
dystrybuanty F
_ m(ni+n+1)
o EW = mlmintl)

o Var(W) = mmlmimntl) ”2(”1;”2“),
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Statystyka Wilcoxona

Twierdzenie

Jesli F = G i dystrybuanta F jest ciggta to
@ rozktad statystyki Wilcoxona W nie zalezy od postaci
dystrybuanty F
EW — ng(n1+2n2+1)’
o Var(W) = 2zt "2("1;"2“),

o dla dowolnej liczy t

(W—EW

Var(W) = t) - o(t),

gdy min(ng, np) — oo a ® oznacza dystrybuante
standardowego rozktadu normalnego.
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Przyktad cd.

Dla danych z przykfadu wartos¢ statystyki Wilcoxsona wynosi
w = 179. Przy spetnieniu hipotezy zerowej, na mocy twierdzenia,
_ m(mtmH1) _ 12x(12+41241)
o EW = 2257202 — 5 = 150

)
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Przyktad cd.

Dla danych z przykfadu wartos¢ statystyki Wilcoxsona wynosi
w = 179. Przy spetnieniu hipotezy zerowej, na mocy twierdzenia,
_ m(mtmH1) _ 12x(12+41241)
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)

° Var(W) — ny n2(n1+n2+1) o 12><12><(12+12+1) — 3007

12 - 12
o
Ww-—-1 179 -1
P(W >179) = P < 50 17 50> 1— o(1,6743)
/300 /300
— 0,0505.
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Przyktad cd.

Dla danych z przykfadu wartos¢ statystyki Wilcoxsona wynosi
w = 179. Przy spetnieniu hipotezy zerowej, na mocy twierdzenia,
_ m(mtmH1) _ 12x(12+41241)
o EW = 2257202 — 5 = 150

)

° Var(W) — ny n2(n1+n2+1) o 12><12><(12+12+1) — 3007

12 - 12
o
Ww-—-1 179 -1
P(W >179) = P < 50 17 50> 1— o(1,6743)
/300 /300
— 0,0505.

Stosujac test t—Studenta otrzymamy p—wartos$¢ réwna 0, 034.
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Test Wilcoxona dla par obserwacji

Test Wilcoxona mozemy réwniez uzyé do testowania hipotez
dotyczacych préb zaleznych. Rozpatrzmy sytuacje, w ktérej mamy
do czynienia z parami obserwacji (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xa, Ya),
gdzie pary s3 wzajemnie niezalezne ale obserwacje w parach sa
zalezne. Zaktadamy, ze pary pochodza z obserwacji tego samego
rozktadu dwuwymiarowego.
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Test Wilcoxona dla par obserwacji

Chcemy przetestowaé hipoteze méwiaca o tym, ze rozkfady
brzegowe s3 takie same. Czyli, ze zmienna losowa X ma taki sam
rozktad jak zmienna losowa Y. Hipoteze o réwnosci rozktadéw
mozemy zastapi¢ ogdlniejsza hipoteza méwiaca, ze rozktady
zmiennych losowych D; = X; — Y; oraz —D; = Y; — X; sa takie
same.

Ho: F(t)=1— F(—t) dla kazdego t.
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Test Wilcoxona dla par obserwacji

Jako hipoteze alternatywna mozemy w zaleznosci od naszych
potrzeb wybraé

Ho: F(t) <1— F(—t) dla kazdego t

gdy przypuszczamy, ze dystrybuanta zmiennej Y przewyzsza
dystrybuante X,
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Test Wilcoxona dla par obserwacji

Jako hipoteze alternatywna mozemy w zaleznosci od naszych
potrzeb wybraé

Ho: F(t) <1— F(—t) dla kazdego t

gdy przypuszczamy, ze dystrybuanta zmiennej Y przewyzsza
dystrybuante X,
lub

Ho: F(t) >1— F(—t) dla kazdego t

gdy przypuszczamy, ze dystrybuanta zmiennej X przewyzsza
dystrybuante Y.
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Czas pokonywania labiryntu

Pierwszy dzien eksperymentu | x; : 85 122 162 206 121 250
Dziesiaty dzien eksperymentu | y;: 87 82 158 96 131 121
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Przyktad

Czas pokonywania labiryntu
Pierwszy dzien eksperymentu | x; : 85 122 162 206 121 250
Dziesiaty dzien eksperymentu | y;: 87 82 158 96 131 121

Ciag réznic ma postaé

d:: —2, 40, 4110 — 10 129.
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Przyktad cd.

Jesli czasy przebycia labiryntu ulegaja systematycznemu skréceniu,
to dodatnie réznice powinny bardziej odstawaé od zera niz réznice
ujemne.
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Przyktad cd.

Jesli czasy przebycia labiryntu ulegaja systematycznemu skréceniu,
to dodatnie réznice powinny bardziej odstawaé od zera niz réznice
ujemne.

Porzadkujac wartosci bezwzgledne otrzymujemy

\d;| : 2410 40 110 129,

gdzie wyrdznione sg wartosci dodatnie.
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Statystyka Wilcoxsona dla par obserwacji

Definicja.

Statystykg Wilcoxona W™ dla par obserwacji jest zdefiniowana
jako suma rang wartosci bezwzglednych réznic odpowiadajacych
réznicom dodatnim.
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Statystyka Wilcoxsona dla par obserwacji

Statystykg Wilcoxona W™ dla par obserwacji jest zdefiniowana

jako suma rang wartosci bezwzglednych réznic odpowiadajacych
réznicom dodatnim.

W przyktadzie

wt =2+4+54+6=17.
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Twierdzenie

Jesli F jest ciagta oraz prawdziwa jest hipoteza

Ho: F(t)=1-— F(—t) dla kazdego t,

to
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to

@ rozktad statystyki Wilcoxona W™ nie zalezy od postaci
dystrybuanty F

o EWt = nlntl)

o Var(WT) = 7”(”“2)[(12”“)

)

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Twierdzenie

Jesli F jest ciagta oraz prawdziwa jest hipoteza
Ho: F(t)=1-— F(—t) dla kazdego t,

to
@ rozktad statystyki Wilcoxona W™ nie zalezy od postaci
dystrybuanty F
o EWt = nlntl)
o Var(WT) = 7”(”“2)[(12”“)7
o dla dowolnej liczby t

(W+ —EwT t) — &(t),

\/ Var(W+) —

gdy min(ng, np) — oo a ® oznacza dystrybuante
standardowego rozktadu normalnego.

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.




Przyktad cd.

Dla danych z przyktadu wartoé¢ statystyki Wilcoxsona W™ wynosi
wT = 17. Przy spetnieniu hipotezy zerowej, na mocy twierdzenia,

o EW* = 2ot _ 6x7 _ 105
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Dla danych z przyktadu wartoé¢ statystyki Wilcoxsona W™ wynosi
wT = 17. Przy spetnieniu hipotezy zerowej, na mocy twierdzenia,

o EW* = 2ot _ 6x7 _ 105

o /Var(WF) =/ mrtCntl) _ | JoxTx1s 4 77,
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Przyktad cd.

Dla danych z przyktadu wartoé¢ statystyki Wilcoxsona W™ wynosi
wT = 17. Przy spetnieniu hipotezy zerowej, na mocy twierdzenia,

o EW* = 2ot _ 6x7 _ 105

JW ,/"<"+12>§2"+1> O g 77,

Wt -10,5 _ 16,5 10,5
477 T 477

P(W+217):P< ~ 1—®(1,05)

= 0,147
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Dla matych liczebnosci préoby, pakiety statystyczne wyliczaja
rozktad doktadny statystyki testowej a nastepnie na jeg podstawie
wyliczaja p—wartos$é. Dla rozpatrywanego przyktadu p—wartosé
wyliczona na podstawie rozktadu doktadnego statystyki W™

wynosi 0, 147.
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