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Testowanie hipotez statystycznych

Definicja.

Hipoteza statystyczng nazywamy stwierdzenie dotyczace
parametréw populacji.

Definicja.

Dwie komplementarne w problemie testowania hipotez hipotezy

nazywamy odpowiednio hipoteza zerowa i hipotezg alternatywna.
Oznaczamy je odpowiednio Hy i Hy (czasami H; oznaczana jest
przez Hp).
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Testowanie hipotez statystycznych

Jesli @ oznacza parametr populacji, wtedy ogdlna postaé hipotez
hipotezy zerowej i hipotezy alternatywnej przyjmuje postaé

H0:9€@0,

leee@g,

gdzie ©g jest pewnym podzbiorem przestrzeni parametréw a ©f
jego dopetnieniem.
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Testowanie hipotez statystycznych

Jesli @ oznacza parametr populacji, wtedy ogdlna postaé hipotez
hipotezy zerowej i hipotezy alternatywnej przyjmuje postaé

H0:9€@0,

leee@g,

gdzie ©g jest pewnym podzbiorem przestrzeni parametréw a ©f

jego dopetnieniem.

H()ZQIO,
Hy: 0 #0.
HO:GZQO,
Hi: 0 < 0.

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Procedura testowania hipotezy statystycznej lub test hipotezy
polega na znalezieniu reguty, ktéra pozwala podjaé decyzje
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Definicja.

Procedura testowania hipotezy statystycznej lub test hipotezy
polega na znalezieniu reguty, ktéra pozwala podjaé decyzje
o dla jakich wartosci préby zaakceptowad hipoteze zerowa jako
prawdziwa,
@ dla jakich wartosci préoby odrzucié hipoteze zerows i
zaakceptowad jako prawdziwa hipoteze alternatywna.

Zbidr tych wartosci préby, dla ktérych Hp jest odrzucana
nazywamy zbiorem krytycznym lub obszarem krytycznym.
Dopetnienie obszaru krytycznego nazywamy obszarem przyjecia
hipotezy zerowe;.
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Metody konstrukcji testow statystycznych
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Niech Xi, ..., X, bedzie proba losowa z rozktadu o gestosci f(x|0)
(0 moze by¢ wektorem). Funkcje wiarogodnosci L(6) definiujemy w
nastepujacy sposéb

n

L(O)x1, %2, ... xn) = L(0]x) = £(x]0) = ] f(xil0).
i=1
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Niech © oznacza cata przestrzen wartosci parametru populacji.
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Niech © oznacza cata przestrzen wartosci parametru populacji.

Definicja.

Statystyka testowa testu ilorazu wiarogodnosci dla testowania
hipotezy Hp : 6 € ©q przeciwko hipotezie alternatywnej

Hy : 0 € ©f ma postac

supg, L(fx)
200 Supo L)

Test ilorazu wiarogodnosci to dowolny test, ktérego obszar
odrzucenia hipotezy zerowej jest postaci

{x: A(x) < c},

gdzie c jest dowolna liczbg 0 < ¢ < 1.
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Przyktad.

Niech Xi, ..., X, bedzie proba losowg z rozktadu normalnego
N(1,1) o gestosci

f(xlp) =

Funkcja wiarogodnosci ma postac

L(olx) = (2m) " exp [— >0 - mz/z] .

i—1
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Przyktad cd

Statystyka testowa dla testu ilorazu wiarogodnosci dla testowania
hipotezy Hp : 1 = o przeciwko hipotezie alternatywnej
Hi . p # po, gdzie p jest ustalona z géry wartoscia, ma postaé

)\(x _ (27r)—n/2 exp [— Z?:l(xi _ N0)2/2]
(27r)—n/2 exp [— Z?:l(xi _ )—()2/2]

Po przeksztatceniach

A(x) = exp [( Z — po)? + Z(x,- — )-()2) /2] :
i=1

i=1
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Przyktad cd.

A(x) = exp [(— > (xi = o)+ (xi — ;)2) /2] .
i=1

i=1

Biorac pod uwage réwnosé

n n

> (xi = po)? = (xi — %)+ n(x — o),

i=1 i=1

otrzymujemy
A(x) = exp [—n(x — po)?/2] .

Obszar krytyczny {x : A\(x) < c} testu ilorazu wiarogodnosci ma w
tym przypadku postac

_ —2lnc
X |x— pol > .
n
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Przyktad.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba losowa z rozktadu wyktadniczego

(x—6) x>0,

f(x]6) = { g ’

, x<480,
gdzie —0o < 0 < co. Funkcja wiarogodnosci ma postaé

— i xitnf 0 < min x;
e ) < min x;,
HOR= { 0 , 0> minx;,
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Przyktad cd.

Testu ilorazu wiarogodnosci dla testowania hipotezy Hy : 6 <5
przeciwko hipotezie alternatywnej H; : § > 5 ma postac

B 1 9 X(1;n) S 57
A(x) = { e "am=5) | xq. > 5,

gdzie x(1.,) = maxi<j<n x;. Obszar krytyczny testu ilorazu
wiarogodnosci ma w tym przypadku postaé

In ¢
x:x(l:,,)ZS—T .
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Weryfikacja hipotez statystycznych

dotyczacych wartosci oczekiwanej
w populacji o rozkfadzie normalnym.
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Model 1.

Testowanie hipotezy dotyczacej sredniej gdy wariancja jest znana.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba statystyczng z rozktadu N(u, o?),
przy czym o jest znane.

Testujemy hipoteze
Ho: p=po

przeciwko jednej z nastepujacych hipotez alternatywnych
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Niech Xi, ..., X, bedzie préba statystyczng z rozktadu N(u, o?),
przy czym o jest znane.

Testujemy hipoteze
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Hi: p < po,
Hz: > po,
Hs : p# po.
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Model 1. (cd.)

Jako statystyki testowej uzyjemy

X —
z=2n"Ho
o

ktéra, gdy hipoteza Hy jest prawdziwa, ma standardowy rozktad
normalny N(0, 1).
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Gestosc standardowego rozktadu normalnego.
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Niech z, bedzie kwantylem rzedu p rozktadu N(0,1).

Zos Im
Two-tailed values 1.96 2.58
One-tailed values 1.65 2,33
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Niech z, bedzie kwantylem rzedu p rozktadu N(0,1).

Zos Im
Two-tailed values 1.96 2.58
One-tailed values 1.65 2,33

Typowe kwantyle standardowego rozktadu normalnego.
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Na poziomie istotnosci a zbiory krytyczne testéw dla
poszczegdlnych alternatyw maja odpowiednio postacé:

1) C=(-00,—z1_o] — dla alternatywy H;
2) C=lz1-a,00) — dla alternatywy H»

3) C=(-00,—21_qp]U[z1_0/2,00) — dla alternatywy H3
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PRZYKtAD 1.

Przyjmujac, ze wynik pomiaru nieznanej rezystancji p opornika jest
zmienng losowa o rozktadzie N(u, 0?), nalezy przetestowac na
poziomie istotnosci @ = 0.05 hipoteze

H : p =500 mQ

przeciw alternatywie

K : pu # 500 mQ2
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PRZYKtAD 1.

Przyjmujac, ze wynik pomiaru nieznanej rezystancji p opornika jest
zmienng losowa o rozktadzie N(u, 0?), nalezy przetestowac na
poziomie istotnosci @ = 0.05 hipoteze

H : p =500 mQ

przeciw alternatywie
K : pu # 500 mQ2

Wykonano n = 10 pomiaréw przyrzadem pomiarowym, ktérego
odchylenie standardowe (btedu pomiaru jest znane i wynosi 4mSQ.
Otrzymano nastepujace wyniki:

506, 502, 498, 501, 503, 504, 498, 503, 501, 504 [m<].
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PRZYKLAD 1. (cd.)

W wyniku obliczeh otrzymujemy X, = 502 oraz

T = w\/ 10 ~ 1.581

W tablicach statystycznych znajdujemy warto$¢ odpowiedniego
kwantyla dla dwustronnej alternatywy i poziomu istotnosci
a = 0,05. Wynosi ona z(0.975) = 1.96. A zatem

T ¢ C=(—00, —1.96]U[1.96, ).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H.
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PRZYKLAD 2.

W celu sprawdzenia jakosci produkcji pewnego odczynnika
wykonano n = 30 pomiaréw losowo wybranych préobek mierzac
zawartos¢ pewnego sktadnika, ktérego zawartos¢ zgodnie z
normami produkcyjnymi powinna wynosi¢ 8%, z odchyleniem
standardowym o = 2. Srednia warto$¢ zawartosci tego sktadnika w
30 prébkach wyniosta 7, 4.
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PRZYKLAD 2.

W celu sprawdzenia jakosci produkcji pewnego odczynnika
wykonano n = 30 pomiaréw losowo wybranych préobek mierzac
zawartos¢ pewnego sktadnika, ktérego zawartos¢ zgodnie z
normami produkcyjnymi powinna wynosi¢ 8%, z odchyleniem
standardowym o = 2. Srednia warto$¢ zawartosci tego sktadnika w
30 prébkach wyniosta 7, 4.

Przyjmujac, ze zawarto$¢ badanego sktadnika ma rozktad normalny,
nalezy przetestowad, na poziomie istotnosci o = 0.05, hipoteze

Ho:p=8

przeciw alternatywie

Hy:p#8.
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PRZYKLAD 2. (cd)

W wyniku obliczen otrzymujemy

Xn—p 7,438

NG 0,36

W tablicach statystycznych znajdujemy warto$¢ kwantyla
2(0.975) = 1.96. A zatem

ZzZ =

z¢ C=(—00, —1.96] U[1.96, c0).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H.

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Test na poziomie istotnosci a = 0,05, hipotezy Hy : 1 =8
przy dwustronnej hipotezie alternatywnej H; : p # 8 .
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Test na poziomie istotnosci @ = 0,01, hipotezy Hy : 1 =8

przy dwustronnej hipotezie alternatywnej H; : u # 8.

f =.2,58

<005 495 495
0 it 4 | |
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Test na poziomie istotnosci a = 0,05, hipotezy Hy : 1 =8
przy jednostronnej hipotezie alternatywnej H; : > 8.
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Test na poziomie istotnosci @ = 0,01, hipotezy Hy : 1 =8

przy jednostronnej hipotezie alternatywnej H; : > 8.
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Test na poziomie istotnosci a = 0,05, hipotezy Hy : 1 =8
przy jednostronnej hipotezie alternatywnej H; : < 8.
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Test na poziomie istotnosci @ = 0,01, hipotezy Hy : 1 =8
przy jednostronnej hipotezie alternatywnej Hy; p < 8.
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Tabela decyzji dla testowani hipotezy hipotezy Hp : 1 = 8 przy
réznych poziomach istotnosci v oraz réznych alternatywach.
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Table 1.3 Decision Table for z Values

Obtained Alternative
z value hypothesis Decision

1.75 H: p # 8 The null hypothesis cannot be rejected, since the obtained value z = 1.75 isless
than the tabled critical two-tailed .05 and .01 values z,; = 1.96 and
Zg = 2.58.

H: p > 8 The null hypothesis can be rejected at the .05 level of significance, since the
obtained value z = 1.75 is a positive number which is greater than the tabled
critical one-tailed .05 value z o; = 1.65. The null hypothesis cannot be rejected
at the .01 level, since it is less than the tabled critical one-tailed .01 value
Zg = 2.33.

o]
=

A
)

The null hypothesis cannot be rejected, since the obtained value z = 1.75 is a
positive number.

-2.75 H: p # 8 Thenull hypothesis canbe rejected at both the .05 and .01 levels of significance,
since the obtained absolute value z = 2.75 is greater than the tabled critical two-

tailed .05 and .01 values z,, = 1.96 and z,, = 2.58.
H: p > 8 The null hypothesis cannot be rejected, since the obtained value z = -2.75 is

a negative number.

]
=

A
)

The null hypothesis can be rejected at both the .05 and .01 levels of significance,
since the obtained value z = -2.75 is a negative number and the absolute value
z = 2.75 is greater than the tabled critical one-tailed .05 and .01 values

Zgs = 1.65 and 7, = 2.33.

75 H: p # 8 The null hypothesis cannot be rejected, since the obtained value z = .75 is less
than the tabled critical two-tailed .05 and .01 values z,; = 1.96 and
Zg = 2.58.

H: p > 8 Thenull hypothesis cannot be rejected, since the obtained value z = .75 is less
than the tabled critical one-tailed .05 and .0l values z,; = 1.65 and

Z01

H: p < 8 The null hypothesis cannot be rejected, since the obtained value z = .75 is a
positive number.
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Model 2.

Testowanie Sredniej gdy wariancja jest nieznana.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba statystyczng z rozktadu N(u, o?),
przy czym zaréwno 4 jak i 0® s3 nieznane.

Testujemy hipoteze
Ho: p=po

przeciwko jednej z nastepujacych hipotez alternatywnych
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Model 2. (cd.)

Poniewaz wariancja jest nieznana wiec przy konstrukcji statystyki
testowej uzyjemy nieobciazonego estymatora wariancji S2

1 & —
S2 = n_1§ (Xi — Xn)2.
i=1

Jako statystyki testowej uzyjemy

T:Q\/ﬁ7

ktéra, gdy hipoteza Hy jest prawdziwa, ma rozkfad t—Studenta o
n — 1 stopniach swobody.
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Niech t,(n) bedzie kwantylem rzedu p rozktadu t—Studenta o n
stopniach swobody. J

t

08 01
Two-tailed values 226 3.25
One-tailed values 1.83 282
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Niech t,(n) bedzie kwantylem rzedu p rozktadu t—Studenta o n
stopniach swobody. J

Kwantyle rozkfadu t-Studenta z 9 stopniami swobody.

Los In
Two-tailed values 226 3.25
One-tailed values 1.83 282
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Na poziomie istotnosci « zbiory krytyczne testow dla
poszczegdlnych alternatyw maja odpowiednio postac:

1) C=(-o00,—ti_a(n—1)] — dla alternatywy H;
2) C=[ti_a(n—1),00) — dla alternatywy H-

3) C=(-00,~ti_qp(n—1)]U[ti_a2(n—1),00) — dla H;
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PRZYKLAD 3.

Mozna przyjac¢, ze wzrost osobnikéw danej ptci w populacji ma
rozktad normalny N(u, 02). Z przeprowadzonych w przesztosci
badan wiadomo, ze $rednia dla chtopcéw w wieku 14 lat wynosita
154 cm. Przypuszczamy, ze w wyniku polepszenia warunkéw zycia
nastapito zwiekszenie Sredniego wzrostu. Na poziomie istotnosci
o = 0.05 zweryfikujemy hipoteze

H:pu=154 cm

Przeciw alternatywie

K : > 154 cm.
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PRZYKLAD 3. (cd.)

Pobrano prébe losowa o licznosci n = 26, na podstawie ktérej
otrzymano X, = 162 cm oraz S, = 14 cm.

Wartos¢ obliczona na podstawie wynikéw préby

T = 2.86.

Poniewaz tp.95(25) = 1.708, wiec zbiér krytyczny ma postaé

C =[1.708, o).

Hipoteze H odrzucamy, gdyz T € C.
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Przy wielokrotnym stosowaniu opisanego testu, czestos$é
popetniania btedu pierwszego rodzaju bedzie rzedu 0.05, natomiast
czesto$¢ popetniania btedu drugiego rodzaju zalezy od tego, ktéry
parametr p z hipotezy alternatywnej K opisuje rozktad badanej
cechy.
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Model 3.

Poréwnanie $rednich w dwéch rozktadach normalnych.

Niech Xi, ..., X, bedzie préba statystyczna z rozktadu normalnego
N(u1,0%), a Y1, ..., Ym bedzie préba statystyczna z rozkfadu
normalnego N(u2,03). Zakfadamy, ze 03 oraz 03 s3 nieznane, ale

sg sobie réwne

01 = 02.

Testujemy hipoteze
Ho: p1=pe

przeciwko jednej z nastepujacych hipotez alternatywnych
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Hi:opa < po,
Ha @ pa > po,
Hs: p1 # po.
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Poniewaz wariancja jest nieznana wiec przy konstrukcji statystyki
testowej uzyjemy nieobcigzonego estymatora wariancji S2
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Jako statystyki testowej uzyjemy

T_ X, — Ym \/ nm (
2 2V n+m
\/nSx + mSy,
gdzie X, i Y, oznaczaja odpowiednie $rednie prébkowe, a S)2< i 5%,
oznaczaja wariancje prébkowe

n+m-—2),

2 —_ = Y — Y.

= 1D (Y- V)
i=1

Statystyka T ma rozktad t—Studenta o (n+ m — 2) stopniach

swobody, gdy hipoteza Hy jest prawdziwa.
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Niech ty(n) bedzie kwantylem rzedu p rozktadu t—Studenta o n
stopniach swobody. Na poziomie istotnosci « zbiory krytyczne
testéw dla poszczegdlnych alternatyw maja odpowiednio postad:

1) C=(—o0,—ti_a(n+m—2)] — dla alternatywy H;
2) C=(ti—a(n+m—2),00] — dla alternatywy Hp

3) C=(-00,—tiap(n+m=2)U[ti_q/(n+m—2),00)
— dla alternatywy Hs
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Model 3 cd.

Poréwnanie wartosci oczekiwanych zaleznych par obserwacji.

Niech (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) bedzie proba losowa ztozona
z par wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych ktére w parze
moga by¢ zalezne. tego typu obserwacje pojawiaja sie w sposob
naturalny w sytuacji dwukrotnego mierzenia wartosci pewnej cech
tego samego obiektu.
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Model 3 (zalezne pary obserwacji).

Oznaczmy przez D; = X; — Y;, i przyjmijmy zatozenie, ze
(Dx, ..., D) tworza prébe niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie normalnym N(up,0?%) z nieznana $rednia ip.

Hipoteza zerowa przyjmuje postaé

H()Z MDZO

natomiast hipotezy alternatywne postaé

Hl: IUD<0a
H2: :U'D>0a
Hs: up #0.

Krzysztof Topolski Testowanie hipotez statystycznych.



Statystyka testowa

D
T=——,
Sp/v/n
gdzie
_ 1
D:; (Xi—Yi)
i=1
a
1 4 2
So=-—72_((Xi=Y)-D)",

ma rozktad t—Studenta z (n — 1) stopniami swobody.
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W ten spos6b zadanie konstrukcji testu dla poréwnania wartosci
Srednich par obserwacji sprowadza sie do analogicznego zadania dla
pojedynczej préby i pojedynczej wartosci Sredniej (wartosci Sredniej
réznic D; przy nieznajomosci ich odchylenia standardowego).
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Przyktad

Jednym z testéw, ktérym rozpoczeto analize nowego leku na
nadcisnienie tetnicze byto zaaplikowanie go probie 22 chorych
pacjentéw, u ktérych cisnienie skurczowe byto bliskie wartosci 144
mmHg. Goérna granica normy tego ciénienia wynosi 140 mmHg.
Chcemy sprawdzi¢ czy zastosowanie terapii nowym lekiem daje
obnizenie cisnienia 0 5 mmHg.
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Przyktad

Jednym z testéw, ktérym rozpoczeto analize nowego leku na
nadcisnienie tetnicze byto zaaplikowanie go probie 22 chorych
pacjentéw, u ktérych cisnienie skurczowe byto bliskie wartosci 144
mmHg. Goérna granica normy tego ciénienia wynosi 140 mmHg.
Chcemy sprawdzi¢ czy zastosowanie terapii nowym lekiem daje
obnizenie cisnienia 0 5 mmHg.

Takie postepowanie testowe wynika ze sposobu prowadzenia terapii
w leczeniu nadcisnienia - przy zadanej wartosci ci$nienia, ustalona
dawka leku powinna spowodowa¢ jego obnizenie mniej wiecej do
gbrnej granicy normy.
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Przyktad cd.

Kazdemu pacjentowi zmierzono cisnienie skurczowe przed
rozpoczeciem terapii oraz po jej zakonczeniu. W ten sposéb dla
i—tego pacjenta i = 1,2,...,22 dysponowano para wynikéw (x;, y;)
przed i po terapii.
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Przyktad cd.

Kazdemu pacjentowi zmierzono cisnienie skurczowe przed
rozpoczeciem terapii oraz po jej zakonczeniu. W ten sposéb dla
i—tego pacjenta i = 1,2,...,22 dysponowano para wynikéw (x;, y;)
przed i po terapii.

Naszym celem jest poddanie testowi hipotezy

Ho: pup=>5

przy hipotezie alternatywnej

Ho : pup #5.
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Interesuje nas hipoteza zerowa, ktéra jest modyfikacjg hipotezy

Hoi ,uD:O.

Aby otrzymac test dla naszego przypadku trzeba zmodyfikowaé
statystyke testowa

i rozwazal statystyke

o _D—d
Sp/vn'

W naszym przypadku dy = 5.
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Dla préby 22 pacjentéw otrzymano srednig wartosé réznicy

d = 5,3 oraz dp = 0,4. Przy takich wartoéciach statystyka T
przyjmuje warto$¢ t = 3,518. Dla testu z dwustronna alternatywa
na poziomie istotnosci a = 0,01 poziom krytyczny dla rozktadu
t—Studenta z 21 stopniami swobody wynosi 2,831356. Decyzja:
hipoteze zerowa nalezy zatem odrzuci¢. Terapia nowym lekiem nie
spetnia natozonych na nig wymagan.
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Lektura po wyktadzie.

J. Koronacki i J. Mielniczuk, STATYSTYKA
dla studentéw kierunkéw technicznych i przyrodniczych.
WNT 2001.
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Lektura po wyktadzie.

J. Koronacki i J. Mielniczuk, STATYSTYKA

dla studentéw kierunkéw technicznych i przyrodniczych.
WNT 2001. )
przejmie prosze zapoznac sie z materiatem zawartym od strony 213
do strony 229.
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