
Zadania z procesów Markowa

Lista 2

1. Znale¹¢ prosty przykªad jednorodnego ªa«cucha Markowa {Xn, n ≥ 0} z przestrzeni¡ stanów

J = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, taki »e

P (X2 = 6|X1 ∈ {3, 4}, X0 = 2) ̸= P (X2 = 6|X1 ∈ {3, 4}).

2. Niech {Xn} b¦dzie J�M o stanach 0, 1, 2 z macierz¡ prawdopodobie«stw przej±¢

P =

 0 1/2 1/2

1/2 1/2 0

1 0 0

 .

Niech f(0) = 0, f(1) = f(2) = 1 oraz Yn = f(Xn). Czy {Yn, n ≥ 0} jest J�M?

3. Poda¢ przykªad ªa«cucha Markowa {Xn} i funkcji borelowskiej f , takich »e {f(Xn), n ≥ 1} nie

jest ªa«cuchem Markowa.

4. Niech {Xn, n ≥ 1} b¦dzie J�M ze sko«czon¡ przestrzeni¡ stanów, a {Zn} procesem zde�niowanym

przez Zn = 1, je»eli Xn = x oraz Zn = 0, je»eli Xn ̸= x, gdzie x jest ustalonym stanem. Czy

{Zn} jest J�M?

5. Niech {Xn} b¦dzie ªa«cuchem Markowa z macierz¡ prawdopodobie«stw przej±¢ P równ¡

P =

 0, 2 0, 5 0, 3

0, 1 0, 5 0, 4

0, 5 0, 2 0, 3


Znale¹¢ prawdopodobie«stwa P (X1 = 1|X0 = 1) oraz P (X7 = 2|X4 = 0).

Na przykªadzie macierzy P zilustrowa¢ metod¦ szukania Pn metod¡ diagonalizacji.

6. Niech macierz prawdopodobie«stw przej±¢ dwu-stanowego J�M b¦dzie równa

P =

(
p 1− p

1− p p

)
.

Metod¡ diagonalizacji pokaza¢, »e

Pn =

(
1/2 + (2p− 1)n/2 1/2− (2p− 1)n/2

1/2− (2p− 1)n/2 1/2 + (2p− 1)n/2

)
.

7. Rozpatrzmy rzuty symetryczn¡ kostk¡ i umówmy si¦, »e Xn = j, je»eli j jest najwi¦ksz¡ liczb¡

wyrzucon¡ w pierwszych n rzutach. Czy {Xn} jest J�M? Je»eli tak, to znale¹¢ jego macierz

prawdopodobie«stw przej±¢ P oraz Pn.

8. Niech {Xn} i {Yn} b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi ªa«cuchami Markowa, oba z macierz¡ praw-

dopodobie«stw przej±¢ P = (pi,j). Udowodni¢, »e {Zn = (Xn, Yn), n ≥ 1} jest ªa«cuchem

Markowa z macierz¡ prawdopodobie«stw przej±¢

p(i,j),(h,k) = pi,hpj,k.
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9. Pewien czªowiek w ka»dy weekend przemieszcza si¦ mi¦dzy swoim domem w mie±cie i na wsi.

W ka»d¡ sobot¦ opuszcza swój dom w mie±cie jad¡c na wie± i wraca w niedziel¦. Posiada on N

parasoli i zabiera jeden z nich je»eli pada deszcz. Prawdopodobie«stwo deszczu w ka»dy dzie«

jest równe p. Niech Xn oznacza liczb¦ parasoli w jego domu w mie±cie. Czy {Xn} jest J�M?

10*. Niech P(1) = (p
(1)
i,j ) i P(2) = (p

(2)
i,j ) b¦d¡ macierzami stochastycznymi wymiaru 3 × 3. Zaªó»my,

»e P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = p
(1)
i,j gdy n jest parzyste oraz p

(2)
i,j gdy n

jest nieparzyste. Czy {Xn} jest ªa«cuchem Markowa lub co trzeba zrobi¢ aby byª ªa«cuchem

Markowa?

11*. Niech {Xn} b¦dzie jednorodnym ªa«cuchem Markowa z przestrzeni¡ stanów J i macierz¡ praw-

dopodobie«stw przej±¢ P = (pi,j), a {Ak}, J =
∪∞

k=1Ak, niech b¦dzie partycj¡ J. Zde�niujmy

proces {X̂n, n ≥ 0} z przestrzeni¡ stanów Ĵ = {1̂, 2̂, . . . } przez X̂n = k wtedy i tylko wtedy

gdy Xn ∈ Ak. Pokaza¢, »e {X̂n, n ≥ 0} jest jednorodnym ªa«cuchem Markowa, dla dowolnego

rozkªadu pocz¡tkowego µ ªa«cucha Markowa {Xn}, wtedy i tylko wtedy gdy
∑

j∈Aℓ
pi,j jest

niezale»ne od i ∈ Ak dla wszystkich k, l oraz w przypadku tym p̂k̂,ℓ̂ =
∑

j∈Aℓ
pi,j (dla dowolnego

i ∈ Ak) jest prawdopodobie«stwem przej±cia w macierzy dla ªa«cucha {X̂n, n ≥ 0}.

12*. Niech {Xn, n ≥ 0} b¦dzie jednorodnym ªa«cuchem Markowa z przestrzeni¡ stanów J i macierz¡

prawdopodobie«stw przej±¢ P, a {Yn, n ≥ 0} procesem wektorowym zde�niowanym przez Yn =

(Xn, Xn+1, . . . , Xn+L), gdzie L jest ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡ nieujemn¡. Proces {Yn} przyjmuje

warto±ci w przestrzeni stanów

F = {(i0, i1, . . . , iL) ∈ JL+1 : pi0,i1pi1,i2 · · · pi,iL > 0}.

Pokaza¢, »e {Yn, n ≥ 0} jest jednorodnym ªa«cuchem Markowa i znale¹¢ jego macierz praw-

dopodobie«stw przej±¢ w przypadku L = 2.
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