Zadania z proceséw Markowa
Lista 2

. Zmalez¢ prosty przyklad jednorodnego tancucha Markowa {X,,n > 0} z przestrzenia stanow
J = {1,2,3,4,5,6}, taki ze

P(X, = 6]X; € {3,4}, Xo = 2) # P(X, = 6| X, € {3,4}).

. Niech {X,} bedzie JEM o stanach 0, 1,2 z macierzg prawdopodobieristw przej$é

0 1/2 1/2
P=| 1/2 1/2 0
1 0 0

Niech f(0) =0, f(1) = f(2) =1 oraz Y,, = f(X,). Czy {Y,,,n > 0} jest JLM?

. Poda¢ przyktad taricucha Markowa {X,} i funkcji borelowskiej f, takich ze {f(X,),n > 1} nie
jest tanicuchem Markowa.

. Niech {X,,,n > 1} bedzie JEM ze skoriczong przestrzenia stanow, a {Z,, } procesem zdefiniowanym
przez Z, = 1, jezeli X,, = x oraz Z, = 0, jezeli X,, # x, gdzie x jest ustalonym stanem. Czy
{Z,} jest JEM?

. Niech {X,} bedzie taricuchem Markowa z macierza prawdopodobieristw przejs¢ P rowna

0,2 0,5 0,3
P=| 0,1 0,5 0,4
0,5 0,2 0,3

Znalez¢ prawdopodobienistwa P(X1 = 1|Xo = 1) oraz P(X7 = 2| X, = 0).
Na przyktadzie macierzy P zilustrowaé¢ metode szukania P" metoda diagonalizacji.

. Niech macierz prawdopodobienstw przejs¢ dwu-stanowego JE.M bedzie réwna

1—
p=( 7 P
l—=p p
Metoda diagonalizacji pokazaé, ze

pr_ (24 @-1/2 12— (2p-1)")2
B 1/2—2p—-1)"/2 1/24+(2p—-1)"/2 |

. Rozpatrzmy rzuty symetryczng kostka i umoéwmy sie, ze X,, = j, jezeli j jest najwieksza liczba
wyrzucong w pierwszych n rzutach. Czy {X,} jest JEM? Jezeli tak, to znalez¢ jego macierz
prawdopodobieristw przej$é¢ P oraz P".

. Niech {X,,} i {Y.} beda wzajemnie niezaleznymi taricuchami Markowa, oba z macierza praw-
dopodobienstw przejs¢ P = (p; ;). Udowodni¢, ze {Z, = (X,,Y,),n > 1} jest laicuchem
Markowa z macierza prawdopodobienistw przejsé

P(i,5),(h,k) = Pi,hPj k-
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Pewien cztowiek w kazdy weekend przemieszcza sie miedzy swoim domem w miescie i na wsi.
W kazda sobote opuszcza swoj dom w miescie jadac na wie§ i wraca w niedziele. Posiada on N
parasoli i zabiera jeden z nich jezeli pada deszcz. Prawdopodobienstwo deszczu w kazdy dzien
jest rowne p. Niech X, oznacza liczbe parasoli w jego domu w miescie. Czy {X,,} jest JEM?

Niech P(M) = (pgb)) i PA = ( Ei)) beda macierzami stochastycznymi wymiaru 3 x 3. Zalézmy,
ze P(Xp1 =71 X0 =4, Xn-1 = in-1,...,X0 = 10) = pg’lj) gdy n jest parzyste oraz pg? gdy n
jest nieparzyste. Czy {X,} jest taricuchem Markowa lub co trzeba zrobi¢ aby byl taricuchem

Markowa?

Niech {X,,} bedzie jednorodnym tancuchem Markowa z przestrzenia stanéw J i macierza praw-
dopodobienistw przejs¢ P = (p;;), a {Ax}, J = Upe; Ak, niech bedzie partycja J. Zdefiniujmy
proces {Xn,n > 0} z przestrzenig stanow J = {1,2,...} przez X, = k wtedy i tylko wtedy
gdy X, € Ay. Pokaza¢, ze {X,,n > 0} jest jednorodnym lancuchem Markowa, dla dowolnego
rozktadu poczatkowego p lancucha Markowa {X,}, wtedy i tylko wtedy gdy >_,c 4, pi; jest
niezalezne od i € Ay dla wszystkich k,l oraz w przypadku tym ﬁwg = ZjEAg pi,; (dla dowolnego

i € Ay) jest prawdopodobieristwem przejscia w macierzy dla taricucha {X,,,n > 0}.

Niech {X,,,n > 0} bedzie jednorodnym tancuchem Markowa z przestrzenia stanéow J i macierzg
prawdopodobienistw przejs¢ P, a {Y,,n > 0} procesem wektorowym zdefiniowanym przez Y, =
(Xn, Xnt1,- -+, Xnt1), gdzie L jest ustalong liczba catkowita nieujemna. Proces {Y,,} przyjmuje
wartosci w przestrzeni stanow

F = {(io,i1,...,ir) € JEV 0 pigisDivin - Didy, > 0}

Pokaza¢, ze {Y,, n > 0} jest jednorodnym taricuchem Markowa i znalezé jego macierz praw-
dopodobienstw przejs¢ w przypadku L = 2.



