
Zadania na ¢wiczenia z szeregów czasowych,

lista 2

1. Niech Xt = a + bt + Yt, gdzie {Yt, t = 0,±1,±2, · · · } jest ci¡giem wzajemnie niezale»nych zmiennych

losowych ze ±redni¡ zero i wariancj¡ σ2, natomiast a oraz b s¡ staªymi. Zde�niujmy proces

Wt = (2q + 1)−1

q∑
j=−q

Xt+j .

Obliczy¢ ±redni¡ i funkcj¦ autokorelacji dla {Wt}.
Zauwa»y¢, »e chocia» {Wt} nie jest stacjonarny, to jego funkcja autokorelacji γ(t+ h, t) = cov(Wt+h,Wt)

nie zale»y od t. Narysowa¢ funkcj¦ autokorelacji.

2. Niech {Xt} b¦dzie procesem ±redniej ruchomej rz¦du 2, symbolicznie {Xt} ∼MA(2), postaci

Xt = Zt + θZt−2,

gdzie {Zt} ∼WN(0, 1).

(a) Znale¹¢ funkcj¦ autokowariancji i autokorelacji dla tego procesu, gdy θ = 0, 8 ;

(b) Obliczy¢ wariancj¦ ±redniej (X1 +X2 +X3 +X4)/4, dla θ = 0, 8 ;

(c) Powtórzy¢ (b) dla θ = −0, 8 i porówna¢ z wynikiem w (b).

3. Niech {Xt} b¦dzie procesem autoregresji rz¦du 1, symbolicznie {Xt} ∼ AR(1), postaci

Xt = ϕXt−1 + Zt,

gdzie {Zt} ∼WN(0, σ2).

(a) Obliczy¢ wariancj¦ ±redniej (X1 +X2 +X3 +X4)/4, dla ϕ = 0, 9 i σ2 = 1;

(b) Powtórzy¢ (a), gdy ϕ = −0, 9 i porówna¢ wynik z rezultatem w (a).

4. Znale¹¢ warto±ci λ1, λ2 dla których proces {Xt} speªniaj¡cy równanie

Xt = λ1Xt−1 + λ2Xt−2 + Zt

jest stacjonarny.

5. Stacjonarny proces {Xt} ma funkcj¦ autokowariancji γX(k). Niech Yt = Xt − Xt−1. Znale¹¢ funkcj¦

autokowariancji procesu {Yt} w terminach funkcji γX(k) i znale¹¢ γY (k), je»eli γX(k) = λ|k|.

6. Znale¹¢ stacjonarne rozwi¡zanie równania autoregresji Xt = 0.3Xt−1 + Zt.

7. Zaªó»my, »e stacjonarny proces {Xt} jest rozwi¡zaniem równania

a0Xt + a1Xt−1 + · · · = Zt oraz Xt = b0Zt + b1Zt−1 + · · ·

gdzie a0 = b0 = 1. Niech A(s) +
∑∞

j=0 ajs
j , B(s) =

∑∞
j=0 bjs

j . Pokaza¢,»e A(s)B(s) = 1.

De�niuj¡c γ(s) =
∑∞

k=−∞ γX(k)sk pokaza¢, »e

γ(s) = σ2
ZB(s)B(1/s) = σ2

Z/ (A(s)A(1/s)) .

8. Znale¹¢ funkcj¦ autokowariancji {γ(k)} dla procesu AR(3) postaci

(1− 0, 5B)(1− 0, 4B)(1− 0, 1B)Xt = Zt, {Zt} ∼WN(0, σ2).

9. Niech {Xt} b¦dzie procesem ARMA(1,1) postaci

Xt − ϕXt−1 = Zt + θZt−1, {Zt} ∼WN(0, σ2),

gdzie |ϕ| < 1, |θ| < 1. Wyznaczy¢ wspóªczynniki {ψj} w postaci Xt =
∑∞

j=0 ψjZt−j i pokaza¢, »e funkcja

autokorelacji dla procesu {Xt} jest dana przez

ρ(1) = (1 + ϕθ)(ϕ+ θ)/(1 + θ2 + 2ϕθ),

ρ(k) = ϕk−1ρ(1), k ≥ 1.


