Zadania na ¢wiczenia z szeregéw czasowych,
lista 1

. Niech {Z,,—0c0 < n < oo} bedzie ciagiem zmiennych losowych iid, a g, borelowska funkcja
rzeczywista na R, gdzie 1 < m < oco. Pokazaé, ze procesy {X,,, —00 < n < oo} zdefiniowane
ponizej sa stacjonarne w wezszym sensie.

(a) Xn = gm(Zn, Zn+17 ey Zn+m_1),

(b) Xn=9m(Zn; Zn-1,- s Zn-m+1),

. Rozwazy¢ zadanie 1 w przypadku, gdy {Z,} jest procesem stacjonarnym w wezszym sensie.

. Niech {X,,} oraz {Y,,} beda wzajemnie niezaleznymi procesami stacjonarnymi w wezszym sensie.
Pokazaé, ze proces {X,, + Y, } jest stacjonarnym w wezszym sensie.

. Niech X, Y, Z beda zmiennymi losowymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej o skoficzonym
drugim momencie, natomiast a, b, c dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze

cov(aX +bY +¢, Z)=a cov(X,Z)+ b cov(Y, Z).

. Niech {X,} oraz {Y,,} beda nieskorelowanymi procesami, tzn. X, oraz Y sa nieskorelowane dla
kazdego r i s. Pokazac, ze jezeli procesy te sa stacjonarne w szerszym sensie, to proces { X, +Y,}
jest stacjonarnym w szerszym sensie o funkcji kowariancji réwnej sumie funkcji kowariancji obu
procesow.

. Niech Z;, t =0,%£1,£2,--- beda wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowym o rozktadzie nor-
malnym ze $rednig zero i wariancja o2 oraz niech a, b, ¢, beda statymi.
(i) Dla procesow zdefiniowanych ponizej znalez¢ funkcje wartosci oczekiwanej oraz funkcje au-
tokowariancji i autokorelacji.
(ii) Ktory z tych procesoéw jest procesem stacjonarny w szerszym sensie?

(a) Xe =a+ b2+ cZyq, (b) Xt = a+ bZ.

(c¢) Xt = Zj cos(ct) + Zasin(ct), (d) Xt = Zocos(ct),

(e) X¢ = Zycos(ct) + Zy_1sin(ct), (f) Xoe = Z1Zp—;.

. Niech {Z,} bedzie bialym szumem gaussowskim o $redniej zero i wariancji jeden. Zdefiniujmy
proces {X,,} przez

Zn, jezeli n jest parzyste,
Xn = 2 C e .
(Z7 | — 1)/v/2, jezeli n jest nieparzyste.

(a) Pokazaé ze {X,,} jest bialym szumem ale nie jest IID bialym szumem.
(b) Znalezé E(Xp41]X1, Xo,..., Xp).

. Ktora z nastepujacych funkcji zdefiniowanych na zbiorze liczb catkowitych jest funkcja autokowari-
ancji procesu stacjonarnego (stacjonarnego szeregu czasowego).

(a) f(h) =1 dla kazdego h.

(b) f(h) =1dla h =0 oraz 3 dla h # 0.

(c) f(h) = (=1,

(d) f(h) =1+ cos T + cos T,

(e) f(h) =1+ cos T — cos T,

(f) f(h) jest rowna 1 jezeli h =0, 0.4 jezeli h = %1, oraz 0 poza tym.
(g) f(h) jest rowna 1 jezeli h =0, 0.6 jezeli h = 1, oraz 0 poza tym.



9 Pokaza¢, ze funkcja autokowariancji dla procesu sredniej ruchomej M A(q), tj procesu
X = Zt+91Zt71+"'+9th7q, teZ,

gdzie {Z;} ~ WN(0,0?), 60; € R, jest réwna

o? Y0 03, jezeli h = 0;
y(h) =3 o> 00,n, jeieli 1l <h <g
0, jezeli h = 0.

10 Pokazac, ze jezeli {k(h),h € Z} jest funkcja symetryczng i nieujemnie okreslong, to istnieje
proces stacjonarny w szerokim sensie, ktorego funkcja kowariancji jest rowna {x(h)}.
Wskazowka: Pokazaé¢ ze istnieje proces gaussowski o tej funkcji autokowariancji.



