
Zadania na ¢wiczenia z szeregów czasowych,

lista 1

1. Niech {Zn,−∞ < n < ∞} b¦dzie ciagiem zmiennych losowych iid, a gm borelowska funkcja

rzeczywista na Rm, gdzie 1 ≤ m ≤ ∞. Pokaza¢, »e procesy {Xn,−∞ < n < ∞} zde�niowane

poni»ej s¡ stacjonarne w w¦»szym sensie.

(a) Xn = gm(Zn, Zn+1, . . . , Zn+m−1),

(b) Xn = gm(Zn, Zn−1, . . . , Zn−m+1),

2. Rozwa»y¢ zadanie 1 w przypadku, gdy {Zn} jest procesem stacjonarnym w w¦»szym sensie.

3. Niech {Xn} oraz {Yn} b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi procesami stacjonarnymi w w¦»szym sensie.

Pokaza¢, »e proces {Xn + Yn} jest stacjonarnym w w¦»szym sensie.

4. NiechX, Y, Z b¦d¡ zmiennymi losowymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej o sko«czonym

drugim momencie, natomiast a, b, c dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Pokaza¢, »e

cov(aX + bY + c, Z) = a cov(X,Z) + b cov(Y, Z).

5. Niech {Xn} oraz {Yn} b¦d¡ nieskorelowanymi procesami, tzn. Xr oraz Ys s¡ nieskorelowane dla

ka»dego r i s. Pokaza¢, »e je»eli procesy te s¡ stacjonarne w szerszym sensie, to proces {Xn+Yn}
jest stacjonarnym w szerszym sensie o funkcji kowariancji równej sumie funkcji kowariancji obu

procesów.

6. Niech Zt, t = 0,±1,±2, · · · b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi zmiennymi losowym o rozkªadzie nor-

malnym ze ±redni¡ zero i wariancj¡ σ2 oraz niech a, b, c, b¦d¡ staªymi.

(i) Dla procesów zde�niowanych poni»ej znale¹¢ funkcj¦ warto±ci oczekiwanej oraz funkcj¦ au-

tokowariancji i autokorelacji.

(ii) Który z tych procesów jest procesem stacjonarny w szerszym sensie?

(a) Xt = a+ bZt + cZt−1, (b) Xt = a+ bZ0.

(c) Xt = Z1 cos(ct) + Z2 sin(ct), (d) Xt = Z0 cos(ct),

(e) Xt = Zt cos(ct) + Zt−1 sin(ct), (f) Xt = ZtZt−1.

7. Niech {Zn} b¦dzie biaªym szumem gaussowskim o ±redniej zero i wariancji jeden. Zde�niujmy

proces {Xn} przez

Xn =

{
Zn, je»eli n jest parzyste,

(Z2
t−1 − 1)/

√
2, je»eli n jest nieparzyste.

(a) Pokaza¢ »e {Xn} jest biaªym szumem ale nie jest IID biaªym szumem.

(b) Znale¹¢ E(Xn+1|X1, X2, . . . , Xn).

8. Która z nast¦puj¡cych funkcji zde�niowanych na zbiorze liczb caªkowitych jest funkcj¡ autokowari-

ancji procesu stacjonarnego (stacjonarnego szeregu czasowego).

(a) f(h) = 1 dla ka»dego h.

(b) f(h) = 1 dla h = 0 oraz 1
h dla h ̸= 0.

(c) f(h) = (−1)|h|,

(d) f(h) = 1 + cos πh
2 + cos πh

4 ,

(e) f(h) = 1 + cos πh
2 − cos πh

4 ,

(f) f(h) jest równa 1 je»eli h = 0, 0.4 je»eli h = ±1, oraz 0 poza tym.

(g) f(h) jest równa 1 je»eli h = 0, 0.6 je»eli h = ±1, oraz 0 poza tym.



9 Pokaza¢, »e funkcja autokowariancji dla procesu ±redniej ruchomej MA(q), tj procesu

Xt = Zt + θ1Zt−1 + · · ·+ θqZt−q, t ∈ Z,

gdzie {Zt} ∼ WN(0, σ2), θi ∈ R, jest równa

γ(h) =


σ2

∑q
j=0 θ

2
j , je»eli h = 0;

σ2
∑q−|h|

j=0 θjθj+h, je»eli 1 ≤ h ≤ q;

0, je»eli h = 0.

10 Pokaza¢, »e je»eli {κ(h), h ∈ Z} jest funkcj¡ symetryczn¡ i nieujemnie okre±lon¡, to istnieje

proces stacjonarny w szerokim sensie, którego funkcja kowariancji jest równa {κ(h)}.
Wskazówka: Pokaza¢ »e istnieje proces gaussowski o tej funkcji autokowariancji.


