Zadania na ¢wiczenia do wykladu z proceséw Markowa
lista nr 1

1 Niech {X,} bedzie laiicuchem Markowa z macierza prawdopodobieristw przejscia P réwna
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Wyznacz prawdopodobienstwa P(X; = 1| Xy = 1) oraz P(X7; = 2|X, = 0).

2 Podaj prosty przykiad jednorodnego tancucha Markowa {X,,,n > 0} z przestrzenia stanéw J = {1,2,3,4,5,6},
taki ze
P(X2 = 6‘X1 S {3,4},X0 = 2) # P(XQ = 6|X1 S {3,4})

3 Niech {Z,,} bedzie ciagiem wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie (iid), P(Z; =
1)=p, P(Zy=-1)=1-p, 0<p<1, natomiast {X,,,n > 0} procesem zdefiniowanym przez

Xn+1 =X, + Zn+17 n >0,

gdzie X jest zmienng losowa przyjmujaca wartosci catkowite i niezalezna z ciagiem {Z,,}.

Pokazaé, Ze {X,,, n > 0} jest jednorodnym laricuchem Markowa i znale”x¢é jego macierz prawdopodobienistwa
przejscia.

Zdefiniowany proces {X,, } nazywa sie btadzeniem losowym.

Rozwazy¢ sytuacje, w ktorej zmienne losowe Z,, przyjmuja wartosci catkowite z prawdopodobieristwami P(Z,, =
k) = ar, —oo < k < oco. Napisa¢ macierz prawdopodobieristwa przejscia.

4 Niech {Z,} bedzie ciagiem wzajemnie niezaleZnych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, P(Z; = k) =
ag, k > 0, natomiast {X,,, n > 0} ciagiem zdefiniowanym przez

Xn+1 = (Xn - ]-)+ + Zn+1a n > Oa

gdzie X jest zmienng losowa o wartosciach calkowitych nieujemnych, niezalezna z ciagiem {Z,}, a ()1 =
max (0, z).
Pokazaé, Ze {X,,, n > 0} jest jednorodnym taiicuchem Markowa o macierzy prawdopodobieristwa przejscia
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Intepretacja: Laricuch Markowa {X,} nazywany jest czasem modelem konserwatora. W modelu tym zmienna
losowa Z,, jest interpretowana jako liczba zepsutych maszyn (elementéw) w n-tym dniu, a konserwator moze
zreperowaé¢ w ciagu jednego dnia tylko jedna maszyne (element).

5 (Model zapaséw). Pewien towar jest magazynowany aby zaspakajaé ciagle zapotrzebowanie na niego. Niech
{Z,,, n > 1} bedzie ciagiem wzajmnie niezaleznych zmiennych losowych, o tym samym rozkladzie i niezaleznych
z poczatkowa zawartoscia magazynu Xg. Uzupelnianie magazynu odbywa sie w chwilach n+0, tzn. bezposrednio
po czasie n > 1. Popularna strategia uzupeliania zapaséw (s — 5), gdzie s i S sa liczbami calkowitymi,
0 < s < S, méwi: Jezeli poziom zapaséw w chwili n jest mniejszy niz s to powinien by¢ on uzupetniony do
poziomu S w chwili n 4+ 0. W przeciwnym wypadku nie uzupelnia sie zapaséw. Przyjmuje sie, ze Xy < S.
Wtedy poziom zapaséw w chwili n jest réwny X, i proces ten spelnia réwnanie rekurencyjne

¥ —{ Xn — Zpy1 jezeli,s < X, < S,
TV 7z jezeliX, < s.

Pokazaé, ze { X, } jest jednorodnym taricuchem Markowa oraz znalez¢ jego macierz prawodpodobieristw przejscia.



