
Zadania na ćwiczenia do wyk ladu z procesów Markowa
lista nr 1

1 Niech {Xn} b ↪edzie  lańcuchem Markowa z macierz ↪a prawdopodobieństw przej́scia P równ ↪a

P =

 0, 2 0, 5 0, 3
0, 1 0, 5 0, 4
0, 5 0, 2 0, 3


Wyznacz prawdopodobieństwa P (X1 = 1|X0 = 1) oraz P (X7 = 2|X4 = 0).

2 Podaj prosty przyk lad jednorodnego  lancucha Markowa {Xn, n ≥ 0} z przestrzeni ↪a stanów J = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
taki źe

P (X2 = 6|X1 ∈ {3, 4}, X0 = 2) 6= P (X2 = 6|X1 ∈ {3, 4}).

3 Niech {Zn} b ↪edzie ci ↪agiem wzajemnie niezaleźnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie (iid), P (Z1 =
1) = p, P (Z1 = −1) = 1− p, 0 < p < 1, natomiast {Xn, n ≥ 0} procesem zdefiniowanym przez

Xn+1 = Xn + Zn+1, n ≥ 0,

gdzie X0 jest zmienn ↪a losow ↪a przyjmuj ↪ac ↪a wartości ca lkowite i niezaleźn ↪a z ci ↪agiem {Zn}.
Pokazać, źe {Xn, n ≥ 0} jest jednorodnym  lańcuchem Markowa i znale”xć jego macierz prawdopodobieństwa
przej́scia.
Zdefiniowany proces {Xn} nazywa si ↪e b ladzeniem losowym.
Rozwaźyć sytuacj ↪e, w ktorej zmienne losowe Zn przyjmuj ↪a wartości ca lkowite z prawdopodobieństwami P (Zn =
k) = ak, −∞ < k <∞. Napisać macierz prawdopodobieństwa przej́scia.

4 Niech {Zn} b ↪edzie ci ↪agiem wzajemnie niezaleźnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie, P (Z1 = k) =
ak, k ≥ 0, natomiast {Xn, n ≥ 0} ci ↪agiem zdefiniowanym przez

Xn+1 = (Xn − 1)+ + Zn+1, n ≥ 0,

gdzie X0 jest zmienn ↪a losow ↪a o wartościach ca lkowitych nieujemnych, niezaleźn ↪a z ci ↪agiem {Zn}, a (x)+ =
max(0, x).
Pokazać, źe {Xn, n ≥ 0} jest jednorodnym  lańcuchem Markowa o macierzy prawdopodobieństwa przej́scia

a0 a1 a2 a3 ...
a0 a1 a2 a3 ...
0 a0 a1 a2 ...
. . . . .
. . . . .


Intepretacja:  Lańcuch Markowa {Xn} nazywany jest czasem modelem konserwatora. W modelu tym zmienna
losowa Zn jest interpretowana jako liczba zepsutych maszyn (elementów) w n-tym dniu, a konserwator moźe
zreperować w ci ↪agu jednego dnia tylko jedn ↪a maszyn ↪e (element).

5 (Model zapasów). Pewien towar jest magazynowany aby zaspakajać ci ↪ag le zapotrzebowanie na niego. Niech
{Zn, n ≥ 1} b ↪edzie ci ↪agiem wzajmnie niezależnych zmiennych losowych, o tym samym rozk ladzie i niezależnych
z pocz ↪atkow ↪a zawartości ↪a magazynu X0. Uzupe lnianie magazynu odbywa sie w chwilach n+0, tzn. bezpośrednio
po czasie n ≥ 1. Popularna strategia uzupe lniania zapasów (s − S), gdzie s i S s ↪a liczbami ca lkowitymi,
0 < s < S, mówi: Jeźeli poziom zapasów w chwili n jest mniejszy niż s to powinien być on uzupe lniony do
poziomu S w chwili n + 0. W przeciwnym wypadku nie uzupelnia sie zapasów. Przyjmuje si ↪e, że X0 ≤ S.
Wtedy poziom zapasów w chwili n jest równy Xn i proces ten spe lnia równanie rekurencyjne

Xn+1 = { Xn − Zn+1 jeżeli, s < Xn ≤ S,
S − Zn+1 jeżeliXn ≤ s.

Pokazać, że {Xn} jest jednorodnym  lańcuchem Markowa oraz znaleźć jego macierz prawodpodobieństw przej́scia.


