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Zadania przygotowane przez Grzegorza Karcha

Roéwnania rézniczkowe
Réwnanie rézniczkowe na funkcje y = y(z) postaci

; 9(x)

)

nazywa sie réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Oznaczmy przez F i G funcje pierwotne: F' = f
i G’ = g (Uwaga: funkcje F' i G sa wyznaczone z doktadnoscia do stalej). Przeksztalcajac powyzsze
réwnanie otrzymujemy:

fWy =g(x) czyli F(y) =g(z) czyli F(y) =G'(x).

Calkujac réwnanie po prawej stronie dostajemy réwnanie algebraiczne na funkcje y(z): F(y) =
G(x). Istnieje praktyczny (”inzynierski”) sposéb zapisywania powyzszego rozumowania. Réwnanie

dy _ g(x)

& = Tt przeksztalcamy do postaci f(y) dy = g(x) dx, a nastepnie dopisujemy calki:

/f(y) dy = /g(x) dz czyli F(y) = G(z).

Zadanie 82. Znalez¢ rozwiazania ogdlne nastepujacych réwnan o zmiennych rozdzielonych

a)y ="V, b)y =\axly, <)y =yl

Zadanie 83. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien poczatkowych:
a)y' =2, y(0)=2, b)y =y/z, y1)=5 ¢y =1/y* y(l)=3.

Zadanie 84. Pewna osoba uczy sie pisa¢ na maszynie. Niech N oznacza maksymalna liczbe stow
jakie potrafi napisa¢ ona napisa¢ w ciagu minuty. Zalézmy, ze predkos¢ zmian N jest proporcjonalna
do réznicy pomiedzy N oraz gérng granica 140. Rozsadnym jest zalozy¢, ze na poczatku osoba ta
nie potrafita napisa¢ zadnego stowa (tzn. N(0) = 0). Okazalo sie, ze osoba ta potafi napisaé¢ 35
stéw na minute po 10 godzinach uczenia sie.

a) Ile stéw na minute bedzie pisaé ta osoba po 20 godzinach uczenia sie?

b) Jak dlugo musi ona ¢wiczyé, aby napisaé¢ 105 stéw na minute?

Zadanie 85. Plotka rozprzestrzenia sie w populacji liczacej 1000 oséb z predkoscia, proporcjonalna
do iloczynu liczby oséb, ktére juz styszlty te plotke oraz liczby 0séb, ktore jeszcze nie styszaly tej
plotki. Napisz réwnanie rézniczkowe opisujace to prawo.

Zadanie 86. (Inny model rozprzestrzeniania sie plotki). Zalozmy teraz, ze plotka rozprzestrzenia
sie w populacji liczacej 1000 oséb wedtug prawa Gompertza: % = kye~(73/520)t odzie y(t) jest licza,
0s6b, ktére styszaly plotke po t dniach. Zalézmy, ze 5 oséb rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu
wie o niej juz 10 oséb.

a) Ile 0s6b pozna te plotke po 7 dniach?

b) Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedzialo sie 850 0s6b?



Zadanie 87. Epidemia grypy w populacji liczacej 50000 oséb rozprzestrzenia sie wedlug prawa
Gompertza:

gdzie y(t) oznacza liczbe zarazonych grypa po t dniach. Zatézmy, ze na poczatku byto 100 chorych,
a po 10 dniach — 500.

a) Ile os6b bedzie zaraznych po 20 dniach?

b) Kiedy potowa populacji bedzie zarazona?

Zadanie 88. Wiadomo, ze szybkos¢ zmian temperatury danego ciala jest proporcjonalna do
réznicy miedzy temperatura tego ciala i temperatura otoczenia (prawo Newtona). Zakladamy, ze
S(0) = 100°C' w temperaturze otoczenia 20°C. Po dziesieciu minutach temperatura ciala wynosita
60°C. Po ilu minutach cialo bedzie miato temperature 25°C?

Zadanie 89. (Zadanie nieobowiazkowe) Cialo zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz
sadowy przybyl o 20:20 i natychmiast zmierzyt temperature ciala denata. wynosita ona 32,6° C.
Godzine pézniej, gdy usuwano cialo, temperatura wynosita 31,4°C. W tym czasie temperatura w
pomieszczeniu wynosita 21°C. Najbardziej podejrzana osoba, ktéra mogta popelnié¢ to morderstwo
— Jan G., twierdzi jednak, ze jest nie winny. Ma alibi. Po potuniu byl on w restauracji. O 17:00
mial rozmowe zamiejscows, po ktérej natychmiast opuscit restauracje. Restauracja znajduje sie 5
minut na piechote od miejsca morderstwa. Czy alibi to jest niepodwazalne?

Zadanie 90. (Zadanie nieobowiazkowe) ( Ciag dalszy zadania poprzedniego). Obronica Jana G.
zauwazyl, ze zamordowany byt u lekarza o 16:00 w dniu $mierci i wtedy jego temperatura wynosita
38, 3°C. Zalézmy, ze taka temperature mial on w chwili émierci. Czy mozda dalej podejrzewaé, ze
Jan G. popelnit to morderstwo?



