Na seminarium w dniu 10.04.2024r. obliczyliSmy prezentacje Wirtingera trojlistnika 7"

(1) 7T1(R3 \T)=m(T) = (v,y,2 | 2= y—lmy’y = x—lzx’ T = Zﬁlyz>'
Tu mozemy skorzysta¢ z pierwszej relacji (z = y~'zy) na podstawienie z w pozostatych
dwoch i otrzymujemy relacje y = z7'z2z = a7y lwyx oraz x = (ylay) ty(ylry) =
y“raTly Ty ey =yl yay; stad

m(T) = (z.y |y =27y wyw, o =y~ "o yay).
Zauwazmy, ze obie relacje sa réwnowazne do zyr = yry, wiec otrzymujemy prezentacje
(2) m(T) = (z,y | zyz = yxy),
ktora jest jednoczesnie prezentacja ,standardowa” grupy warkoczy Bj.

Natomiast mozemy jeszcze rozpatrzywaé elementy a = xy oraz b = 2%y i obliczy¢, ze
a’ = (zy)(zy)(zy) = 2(yzy)ry = 2(zyz)zy = (2y)(2%y) = V%,

co oznacza, ze istnieje homomorfizm grup

pi{a,Bla’ = 5% = m(T) = (v,y | zyr = yay),
ktory spetnia p(a) = a = xy oraz p(8) = b = z%y. Mozemy obliczy¢, ze v = x?y-y oz~ ! =
ba=loraz y =27 -ay = (ba=!)"!-a = ab~la, wiec kazde stowo z literami 2+ 1 y*! mozna
wyobrazi¢ jako stowo z literami a*!' i b*!; to znaczy, ze homomorfizm ¢ jest surjekcja.
Ponadto relacja xyz = yxy jest konsekwencja relacji a® = b2, bo w grupie {(a,b | a® = b*)
mamy

1

yry =ab ta-ba'-abla=ablaP =ab @ at =ab b2 a7 = aba!
=ba'-abla-bat = xyz;

to znaczy, ze homomorfizm ¢ jest rowniez injekcja, czyli izomorfizmem. Stad mamy
prezentacje
(3) m(T) = (@, B | &® = §7).

Na prezentacje (2) jeszcze wrocimy pod koniec semestru, kiedy omoéwimy grupy war-
koczy. Prezentacje (2) i (3) rowniez wskazuja, ze m(T') jest grupq jednego relatora, wiec
ma ciekawe wtasnodci geometryczne. W szczegdinosci, dowolna niecykliczna grupa jed-
nego relatora G ma dzialanie na (nieskonczonym) drzewie 7, w odniesieniu do ktorego
stabilizatory krawedzi sa wolne, a stabilizatory wierzchotkow to ,prostsze” grupy jednego
relatora. W terminach troszeczke staromodnych (okreslonych w latach 1940-1970ych,
podczas rozwoju kombinatorycznej teorii grup), mozemy opisa¢ takg grupe jako przediu-
zenie HNN (ang. HNN-extension, od nazwisk Grahama Higmana, Bernharda Neumanna
i Hanny Neumann). Dla naszej grupy G = m(7'), drzewo T to prosta (tzn. drzewo regu-
larne o stopniu 2), a sama grupa 7 (7) to tzw. iloczyn polprosty F' x Z, gdzie F' to grupa
wolna z dwoma generatorami. Mozemy duzo wiecej powiedzie¢ o takich grupach, ale to
juz wykracza poza zakres naszego seminarium. . .



