
Na seminarium w dniu 10.04.2024r. obliczyli±my prezentacj¦ Wirtingera trójlistnika T :

(1) π1(R3 \ T ) =: π1(T ) = ⟨x, y, z | z = y−1xy, y = x−1zx, x = z−1yz⟩.
Tu mo»emy skorzysta¢ z pierwszej relacji (z = y−1xy) na podstawienie z w pozostaªych
dwóch i otrzymujemy relacje y = x−1zx = x−1y−1xyx oraz x = (y−1xy)−1y(y−1xy) =
y−1x−1y−1yy−1xy = y−1x−1yxy; st¡d

π1(T ) = ⟨x, y | y = x−1y−1xyx, x = y−1x−1yxy⟩.
Zauwa»my, »e obie relacje s¡ równowa»ne do xyx = yxy, wi¦c otrzymujemy prezentacj¦

(2) π1(T ) = ⟨x, y | xyx = yxy⟩,
która jest jednocze±nie prezentacj¡ �standardow¡� grupy warkoczy B3.
Natomiast mo»emy jeszcze rozpatrzywa¢ elementy a = xy oraz b = x2y i obliczy¢, »e

a3 = (xy)(xy)(xy) = x(yxy)xy = x(xyx)xy = (x2y)(x2y) = b2,

co oznacza, »e istnieje homomor�zm grup

φ : ⟨α, β | α3 = β2⟩ → π1(T ) = ⟨x, y | xyx = yxy⟩,
który speªnia φ(α) = a = xy oraz φ(β) = b = x2y. Mo»emy obliczy¢, »e x = x2y·y−1x−1 =
ba−1 oraz y = x−1 ·xy = (ba−1)−1 ·a = ab−1a, wi¦c ka»de sªowo z literami x±1 i y±1 mo»na
wyobrazi¢ jako sªowo z literami a±1 i b±1; to znaczy, »e homomor�zm φ jest surjekcj¡.
Ponadto relacja xyx = yxy jest konsekwencj¡ relacji a3 = b2, bo w grupie ⟨a, b | a3 = b2⟩
mamy

yxy = ab−1a · ba−1 · ab−1a = ab−1a2 = ab−1 · a3 · a−1 = ab−1 · b2 · a−1 = aba−1

= ba−1 · ab−1a · ba−1 = xyx;

to znaczy, »e homomor�zm φ jest równie» injekcj¡, czyli izomor�zmem. St¡d mamy
prezentacj¦

(3) π1(T ) = ⟨α, β | α3 = β2⟩.
Na prezentacj¦ (2) jeszcze wrócimy pod koniec semestru, kiedy omówimy grupy war-

koczy. Prezentacje (2) i (3) równie» wskazuj¡, »e π1(T ) jest grup¡ jednego relatora, wi¦c
ma ciekawe wªasno±ci geometryczne. W szczegóªno±ci, dowolna niecykliczna grupa jed-
nego relatora G ma dziaªanie na (niesko«czonym) drzewie T , w odniesieniu do którego
stabilizatory kraw¦dzi s¡ wolne, a stabilizatory wierzchoªków to �prostsze� grupy jednego
relatora. W terminach troszeczk¦ staromodnych (okre±lonych w latach 1940-1970ych,
podczas rozwoju kombinatorycznej teorii grup), mo»emy opisa¢ tak¡ grup¦ jako przedªu-
»enie HNN (ang. HNN-extension, od nazwisk Grahama Higmana, Bernharda Neumanna
i Hanny Neumann). Dla naszej grupy G = π1(T ), drzewo T to prosta (tzn. drzewo regu-
larne o stopniu 2), a sama grupa π1(T ) to tzw. iloczyn póªprosty F ⋊Z, gdzie F to grupa
wolna z dwoma generatorami. Mo»emy du»o wi¦cej powiedzie¢ o takich grupach, ale to
ju» wykracza poza zakres naszego seminarium. . .


