
Zadania egzaminacyjne A2

Caªki nieoznaczone

1. (5pkt.) Oblicz caªk¦

∫
f(x)

f ′(x)
dx wybieraj¡c funkcj¦ f spo±ród podanych dziesi¦ciu

funkcji:
sin(x), arctg(x), sin(x)− arctg(x), xex, x+ ex,√

x2 + 1,
√
x2 + 1 + 1, ln(x), xln(x), xx.

Uwaga: Za ka»d¡ poprawnie wyliczon¡ caªk¦ otrzymasz 1 pkt.
2. (5pkt.) Rozªó» funkcj¦ f(x) = 1

xn−1 na uªamki proste dla n = 1, 2, 3, 4, 5. Ilo±¢ punktów,
które otrzymasz za rozwi¡zanie tego zadania wynosimin{N, 5}, gdzieN oznacza liczb¦ dobrze
dokonanych przez Ciebie rozkªadów.

3. Oblicz caªk¦ ∫
xp

x77 − 1
dx,

dla wskazanych przez Ciebie warto±ci p ∈ R. Ilo±¢ punktów, które otrzymasz za rozwi¡zanie
tego zadania wynosi min{P, 5}, gdzie P oznacza ilo±¢ wskazanych przez Ciebie warto±ci p.

Caªki oznaczone

4. (5pkt.) Znajd¹ granic¦

lim
n→∞

(
n∑
k=0

n3

(2n+ k)4 − n4

)
.

5. Oblicz caªk¦ dla wybranego przez siebie parametru p (w podanych ograniczeniach)

a) (2 pkt.) Parametr p > 0 ∫ 4

1

x−pex
p

dx

b) (3 pkt.) Parametr p > 1 ∫ 1

0

x
1
p ex

p

dx

6. (5pkt.) Oblicz caªki i podaj tylko odpowiedzi (ka»da za póª pkt.)

a)

∫ 1

0

x4 dx = . . . . . .

b)

∫ π

0

sin(x) dx = . . . . . .

c)

∫ π

0

sin2(x) dx = . . . . . .

d)

∫ ∞
2

1

x2 − x
dx = . . . . . .

e)

∫ 1

0

ln(x) dx = . . . . . .

f)

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx = . . . . . .



g)

∫ 1

0

ex dx = . . . . . .

h)

∫ 1

0

xex dx = . . . . . .

i)

∫ e

1

lnx

x
dx = . . . . . .

j)

∫ 1

1
e

1

xlnx
dx = . . . . . .

7. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ 1

0

ln2x dx.

8. (5pkt.) U»ywaj¡c indukcji matematycznej udowodnij, »e dla wszystkich n = 0, 1, 2, 3, . . .

a) (2 pkt.) lim
x→0+

x(lnx)n = 0.

b) (3 pkt.)

∫ 1

0

(lnx)ndx = (−1)nn!

9. (5pkt.) Oblicz caªk¦ dla n ∈ N. ∫ 1

0

xn ln(x)dx

10. (5pkt.) Spo±ród czterech caªek:∫ π

0

sin(sin(x))dx,

∫ π

0

sin(cos(x))dx,

∫ π

0

cos(sin(x))dx,

∫ π

0

cos(cos(x))dx

wybierz jedn¡ i udowodnij, »e jest ona równa zero.
11. (5pkt.) Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi

y = x2, y =
2

x2 + 1
.

12. (5pkt.) Oblicz pole ograniczone wykresami funkcji sinx oraz 2
πx.

13. (5pkt.) Oblicz pole elipsy ograniczonej krzyw¡ o równaniu

x2

a2
+
y2

b2
= 1

14. (5pkt.) Znajd¹ obj¦to±¢ bryªy uzyskanej w wyniku obrotu wokóª osi OY obszaru ograni-
czonego krzyw¡ x2 − 2x+ y2 = 0.
15. (5pkt.) Kul¦ o promieniu 1 przeci¦to pªaszczyzn¡ na dwie cz¦±ci. Oblicz obj¦to±¢
mniejszej cz¦±ci w zale»no±ci od jej grubo±ci, któr¡ mo»esz przyj¡¢ jako g.

16. (5pkt.) Beczka d¦bowa ma 4 decymetry wysoko±ci, a ±rednica denka jest taka sama jak
±rednica wieczka i wynosi 2 dm. Wiedz¡c, »e promie« krzywizny ±cianki beczki wynosi 2

√
2

dm, oblicz obj¦to±¢ beczki. (Beczka jest bryª¡ obrotow¡ uzyskan¡ przez obrót wokóª osi OX
obszaru wyznaczonego nierówno±ciami: y ≥ 0, |x| ≤ 2, (y + 1)2 + x2 ≤ 8.)
17. (5pkt.) Sto»ek o wysoko±ci H i promieniu podstawy r przeci¦to pªaszczyzn¡ równolegª¡
do podstawy i odlegª¡ od niej o x. Oblicz pole P (x) tak powstaªego przekroju i caªk¦∫H
0
P (x)dx. Porównaj swój wynik z obj¦to±ci¡ sto»ka.



18. (5pkt.) Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Udowodnij, »e dla wszystkich
x, y ∈ R mamy, »e

f(x+ y) = f(x) + y

∫ 1

0

f ′(x+ ty)dt

19. (5pkt.)
a) (2 pkt.) Udowodnij, »e f(x) =

√
arctg(x) jest wkl¦sªa dla x > 0.

b) (3 pkt.) Poka», »e

√
π
3 +
√
3

12
≤
∫ √3

1

√
arctg(x) dx

Wsk. wkl¦sªo±¢ + metoda �na trapezik�
20. (5pkt.) Udowodnij, »e

π

2
≤
∫ 1

0

ex
2

+ 1

sin(x2) + 1
dx ≤ e

Wsk. Spokojnie oszacuj funkcj¦.
21. (5pkt.) Udowodnij, »e

ln

(
2e

1 + e

)
≤
∫ 1

0

sin(x2) + 1

ex2 + 1
dx ≤ 2

3

22. (5pkt.) Znajd¹ liczb¦ naturaln¡ N speªniaj¡c¡ równanie∫ √
3

2

1
2

√
1− x2dx =

π

N

23. (5pkt.) Udowodnij, »e

1 ≤
∫ 1

0

x

sinx
dx ≤ π

2
.

Caªki niewªa±ciwe

24. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ ∞
1

arctg(x)

x2
dx

25. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ ∞
1

2x2

x4 − 1
dx

26. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªki ∫ ∞
0

cos(x2) dx

Wskazówka. Odetnij si¦ od zera (
∫∞
0

cos(x2) dx =
∫ 1

0
cos(x2) dx+

∫∞
1

cos(x2) dx), a potem...
raz przez podstawienie i raz przez cz¦±ci.
27. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªki ∫ ∞

0

sinx

x
dx

Wsk. Odetnij si¦ od zera, a potem przez cz¦±ci.
28. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªki ∫ ∞

0

cosx√
x
dx

29. (5pkt.)
a) (2 pkt.) Obliczaj¡c caªk¦

∫
dx√
1−x2

wyprowad¹ wzór na pochodn¡ funkcji arcsin(x)



b) (3 pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªki ∫ π
2

0

1

1− sin(x)
dx

30. (5pkt.) Czy istniej¡ parametry p ≥ 0, dla których caªka∫ 1

0

1

xp − 1
dx (∗)

jest zbie»na? Je±li potra�sz rozwi¡za¢ ten problem, to dowód zamie±¢ poni»ej. Je±li nie
potra�sz, to zbadaj zbie»no±¢ tej caªki dla czterech wybranych przez Ciebie parametrów p
(co da Ci min{N, 4} punktów, gdzie N oznacza ilo±¢ poprawnie zbadanych caªek), a potem
spróbuj swego szcz¦±cia w cz¦±ci �bonus�.
bonus: Dla jakich p ∈ R caªka (∗) jest zbie»na? (Napisz tylko odpowied¹.)
31. (5pkt.)Zbadaj zbie»no±¢ caªek. Napisz Z je±li zbie»na lub R je±li rozbie»na (Za ka»dy
podpunkt otrzymasz jeden punkt, za podanie czterech bezbª¦dnych odpowiedzi. Ponadto
za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 4 punkty, a za udzielenie poprawnych
odpowiedzi w 10 podpunktach otrzymasz dodatkowo 1 pkt.)

a)

∫ 2

1

1

lnx
dx . . . . . .

∫ 1

0

et

t
dt . . . . . .

∫ ∞
2

1

lnx
dx . . . . . .

∫ ∞
1

et

t
dt . . . . . .

b)

∫ 1

0

x2012 + 1

x2013 + 2
dx . . . . . .

∫ ∞
1

x2012 + 1

x2013 + 2
dx . . . . . .

∫ ∞
0

x2012 + 1

x2013 + 2
dx . . . . . .

∫ ∞
−∞

x2012 + 1

x2013 + 2
dx . . . . . .

c)

∫ ∞
0

x3 + lnx

x5 + 1
dx . . . . . .

∫ 1

0

x3 + lnx

x5 + 1
dx . . . . . .

∫ ∞
1

x3 + lnx

x5 + 1
dx . . . . . .

∫ 0

−1

x3 + ln|x|
x5 + 1

dx . . . . . .

d)

∫ 1

0

lnx dx . . . . . .

∫ 1

0

1

lnx
dx . . . . . .

∫ ∞
1

lnx dx . . . . . .

∫ ∞
1

1

lnx
dx . . . . . .

32. (5pkt.) a) (2 pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªki∫ 1

0

x3 +
√
x√

x7 + xπ
dx

b) (2 pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªki ∫ ∞
1

x3 +
√
x√

x7 + xπ
dx

c) (1 pkt.) Czy caªka
∫∞
0

x3+
√
x√

x7+xπ
dx jest zbie»na? Napisz tylko TAK lub NIE. Uwaga:

punkt uzyskasz tylko wtedy je±li Twoje odpowiedzi do pyta« a) oraz b) b¦d¡ poprawne.


