Zadania egzaminacyjne A2

Calki nieoznaczone
1. (5pkt.) Oblicz calke/

funkcji:

;/((J;)) dxr wybierajac funkcje f spo§réd podanych dziesieciu

sin(x), arctg(x), sin(x)— arctg(z), =ze®, z+e",

\/332—1—1, \/a:2+1—|—1, In(z), zln(z), z°.

Uwaga: Za kazda poprawnie wyliczong caltke otrzymasz 1 pkt.
2. (5pkt.) Rozloz funkcje f(z) = ﬁ na utamki proste dlan = 1,2, 3,4, 5. Tlo§¢ punktow,
ktore otrzymasz za rozwigzanie tego zadania wynosi min{ N, 5}, gdzie N oznacza liczbe dobrze
dokonanych przez Ciebie rozktadow.
P
/ o dzx,

dla wskazanych przez Ciebie wartos$ci p € R. Ilo§¢ punktéow, ktére otrzymasz za rozwigzanie
tego zadania wynosi min{P,5}, gdzie P oznacza ilos¢ wskazanych przez Ciebie wartosci p.

3. Oblicz calke

Calki oznaczone
4. (5pkt.) Znajdz granice
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5. Oblicz catke dla wybranego przez siebie parametru p (w podanych ograniczeniach)
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6. (5pkt.) Oblicz calki i podaj tylko odpowiedzi (kazda za po6t pkt.)

a) (2 pkt.) Parametr p > 0

b) (3 pkt.) Parametr p > 1

c) sin?(z)de = ......
0
< 1
d) 5 de= ......
2 I —T
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e) In(z)de = ......
0



J)/ mdl’— ......

7. (5pkt.) Oblicz catke

1
/ In?z dz.
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8. (5pkt.) Uzywajac indukcji matematycznej udowodnij, ze dla wszystkich n =0,1,2,3,...
a) (2 pkt.) lim z(lnz)” = 0.
z—0*t

by (3 pkt.) /0 (Inz)"dz = (—1)"n!

9. (5pkt.) Oblicz catke dla n € N.

1
/ 2" ln(z)dx
0

10. (5pkt.) Sposrod czterech calek:

/07r sin(sin(x))dz, /07T sin(cos(x))dz, /077 cos(sin(x))dx, /OTr cos(cos(x))dx

wybierz jedna i udowodnij, ze jest ona réwna zero.
11. (5pkt.) Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi
2
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12. (5pkt.) Oblicz pole ograniczone wykresami funkcji sinz oraz %x
13. (5pkt.) Oblicz pole elipsy ograniczonej krzywa o rownaniu
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14. (5pkt.) Znajdz objetos¢ bryly uzyskanej w wyniku obrotu wokot osi OY obszaru ograni-
czonego krzywa z? — 2z + y? = 0.

15. (5pkt.) Kule o promieniu 1 przecieto plaszczyzna na dwie czesci. Oblicz objetosé
mniejsze]j czedci w zaleznosci od jej grubodci, ktéra mozesz przyjaé jako g.

16. (5pkt.) Beczka debowa ma 4 decymetry wysokosci, a $rednica denka jest taka sama jak
srednica wieczka i wynosi 2 dm. Wiedzac, ze promieri krzywizny $cianki beczki wynosi 2v/2
dm, oblicz objetos¢ beczki. (Beczka jest bryla obrotowa uzyskana przez obrét wokot osi OX
obszaru wyznaczonego nieréwnosciami: y > 0, |z| <2, (y+1)? + 22 < 8.)

17. (5pkt.) Stozek o wysokosci H i promieniu podstawy r przecieto plaszczyzna rownolegla
do podstawy i odlegla od niej o x. Oblicz pole P(x) tak powstalego przekroju i catke

fOH P(z)dx. Poréwnaj swoj wynik z objetoscia stozka.



18. (5pkt.) Niech f: R — R bedzie funkcja rozniczkowalng. Udowodnij, ze dla wszystkich
z,y € R mamy, ze

1
f@+y%:ﬂ@+yﬂtﬂz+wﬂt

19. (5pkt.)

a) (2 pkt.) Udowodnij, ze f(z) = y/arctg(z) jest wklesta dla z > 0.
b) (8 pkt.) Pokaz, ze

12—
Wsk. wklesto$¢ + metoda “na trapezik”

20. (5pkt.) Udowodnij, ze
1 g2
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o sin(z?) +1

V3
Nz 3+ V3 < /1 Varctg(x) dx

o

Wsk. Spokojnie oszacuj funkcje.
21. (5pkt.) Udowodnij, ze
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22. (5pkt.) Znajdz liczbe naturalna N spelniajaca rownanie

/ \/1—x2dx:1
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23. (5pkt.) Udowodnij, ze

1
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Calki niewlasciwe
24. (5pkt.) Oblicz catke
& t
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25. (5pkt.) Oblicz catke

26. (5pkt.) Zbadaj zbieznos¢ calki
oo
/ cos(z?) da
0

Wskazéwka. Odetnij si¢ od zera ([, cos(z?) do = fol cos(z?) do+ [ cos(2?) dz), a potem...
raz przez podstawienie i raz przez czesci.
27. (5pkt.) Zbadaj zbieznosé catki
0o
/ sing
0 X

Wsk. Odetnij sie od zera, a potem przez czesci.

28. (5pkt.) Zbadaj zbieznos¢ calki
° cosx
dz
I
29. (5pkt.)

a) (2 pkt.) Obliczajac catke [ \/% wyprowadz wzor na pochodna funkcji arcsin(z)




b) (8 pkt.) Zbadaj zbieznos¢ catki

E|
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30. (5pkt.) Czy istnieja parametry p > 0, dla ktoérych catka

L
dzx (*)
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jest zbiezna? Jedli potrafisz rozwigzaé¢ ten problem, to dowod zamie§é ponizej. Jesli nie
potrafisz, to zbadaj zbieznosé¢ tej calki dla czterech wybranych przez Ciebie parametréw p
(co da Ci min{N, 4} punktow, gdzie N oznacza ilo§¢ poprawnie zbadanych calek), a potem
sprobuj swego szczescia w czesci “bonus”.

bonus: Dla jakich p € R calka (x) jest zbiezna? (Napisz tylko odpowiedz.)

31. (5pkt.)Zbadaj zbieznosé calek. Napisz Z jesli zbiezna lub R jesli rozbiezna (Za kazdy
podpunkt otrzymasz jeden punkt, za podanie czterech bezbtednych odpowiedzi. Ponadto
za udzielenie 15 poprawnych odpowiedzi otrzymasz 4 punkty, a za udzielenie poprawnych
odpowiedzi w 10 podpunktach otrzymasz dodatkowo 1 pkt.)
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32. (5pkt.) a) (2 pkt.) Zbadaj zbieznos¢ caltki
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TV
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b) (2 pkt.) Zbadaj zbieznosé catki
* 23+ \/x
1 Val 2"

c) (1 pkt.) Czy calka [J° j;jﬁ dr jest zbiezna? Napisz tylko TAK lub NIE. Uwaga:
punkt uzyskasz tylko wtedy jesli Twoje odpowiedzi do pytan a) oraz b) beda poprawne.

dx




