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Imi¦:

Nazwisko:

1. (2pkt.) Wyznacz dziedzin¦ i asymptoty funkcji

f(x) =

√
x2 − 1

x
.



2. (2pkt.) Zbadaj znak pochodnej funkcji f(x) =
√
x2 − 1

x i u»yj uzyskanej informacji

(oraz informacji uzyskanych w poprzednim zadaniu) do tego, aby naszkicowa¢ wykres
funkcji f .



Imi¦:

Nazwisko:

3. (2pkt.) Korzystajac z twierdzenia Lagrange'a dla funkcji f(x) = ln(x) udowodnij, »e

1

19
< ln

(
19

18

)
<

1

18
.

Przypomnienie: Twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej.
Je±li f jest ró»niczkowalna oraz a < b to istnieje c ∈ (a, b) takie, »e

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(c)



4. (2pkt.) Opakowanie na klej skªadaj¡cy si¦ z dwóch komponentów ma mie¢ ksztaªt walca
(o wysokosci h i promieniu podstawy r) przedzielonego na póª pionow¡ przegrod¡. Jakie
powinny by¢ wymiary tego opakowania (tzn. iloraz h

r ), aby przy jego ustalonej obj¦to±ci V
pole powierzchni tego opakowania (czyli pole powierzchni caªkowitej walca plus pole prze-
grody) byªo minimalne.
Wsk. Za ustalon¡ obj¦to±¢ V mo»esz przyj¡¢ wybran¡ przez siebie warto±¢ liczbow¡ wygodn¡
do oblicze«.



Imi¦:

Nazwisko:

5. (2pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

(n3arctg

(
1

n

)
− n2)

Wsk. Za zmienn¡ dyskretn¡ 1
n podstaw ci¡gª¡ zmienn¡ x i u»yj de l'Hospitala.



6. (2pkt.) Podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy nale»¡ do zbioru. Uzasadnij sw¡
odpowied¹.

A =

{
m2 + 5n2

mn
: m,n ∈ N

}



Imi¦:

Nazwisko:

7. (2pkt.)

a) (1pkt.) Wyka», »e funkcja f(x) = arctg(x) jest wkl¦sªa dla x ≥ 0

b) (2.5pkt.) Wyka», »e dla y ≥ 0

arctg
(y
2

)
≥ arctg(y)

2
.

Wsk. U»yj punktu a) i nierówno±ci Jensena z α = β = 1
2 .



8. (2pkt.) Niech wn b¦dzie ci¡giem wielomianów zde�niowanym rekurencyjnie przez
w1(x) = 2x, wn+1(x) = 2x · wn(x) + w′

n(x) (gdzie ′ to pochodna). Udowodnij, »e dla

wszystkich n ∈ N i dla funkcji f(x) = ex
2

jej n�ta pochodna wyra»a si¦ wzorem:

f (n)(x) = ex
2

· wn(x)


