
Zadania egzaminacyjne A1/Rzeszotnik

Zestaw E1

1. (5pkt.) W ka»dym z 4 poni»szych zada« udziel 4 niezale»nych odpowiedzi TAK/NIE.
Za ka»de zadanie, w którym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba zespolona z, »e

a) z2 = −i .............................

b) z5 + z3 + 1
z = 0 .............................

c) z2 = |z|+ 1 .............................

d) z2 = |z| − 1 .............................

1.2. Czy istnieje taka liczba wymierna w, »e

a) w2 = 23 .............................

b) w3 + w2 + 2w + 2 = 0 .............................

c) log2(w) = 3 .............................

d) logw(2) = 3 .............................

1.3. Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

a) Ka»dy ci¡g monotoniczny ma granic¦. .............................

b) Ka»dy ci¡g monotoniczny jest zbie»ny. .............................

c) Je±li funkcja f : R→ R jest rosn¡ca i ograniczona, to ma asymptot¦. .............................

d) Je±li funkcja f : R→ R jest ci¡gªa i ograniczona, to ma asymptot¦. .............................

1.4. Czy podane oszacowanie jest prawdziwe dla wszystkich x ∈ R?

a)

∣∣∣∣ sin(x)x2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 1 ............................. b)

∣∣∣∣x5 + x2

x5 + 2

∣∣∣∣ ≤ 2016 .............................

c)
∣∣∣earctg(x)∣∣∣ ≤ 9 ............................. d) |cos(sin(x))| ≥ 1

2
.............................



2. (5pkt.) Podaj warto±ci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia).
Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz liczb¦ punktów w/g tabeli

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
punkty 0 0 0 1 1 2 3 3 4 4 5

a) lim
n→∞

n7

5n
= ............

b) lim
n→∞

3
√
n

ln(n)
=............

c) lim
n→∞

sin(arctg(n)) = ............

d) lim
n→∞

ecos(n) sin

(
1

n

)
= ............

e) lim
n→∞

n
1

ln(n) = ............

f) lim
x→1

x2 + x− 2

x− 1
= ............

g) lim
x→−1

(x+ 1)5

x5 + 1
= ............

h) lim
x→−∞

ex

arctg(x)
= ............

i) lim
x→∞

(x2 −
√
x4 + 6x2) = ............

j) lim
x→∞

(
2x+ 5

2x+ 4

)x
=............



3. (5pkt.)W ka»dym z zada« 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy nale»¡ do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres mo»e by¢ liczb¡ rzeczywist¡ lub mo»e by¢ równy −∞ albo +∞.
Napis ∞ b¦dzie zinterpretowany jako +∞.

Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie oba kresy i poprawnie okre±lisz ich przy-
nale»no±¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz
punktów.

3.1. A =

{
x : x <

1

x− 1
, x ∈ R \ {1}

}
Ocena .......

infA = ....................................................... supA = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru A .......... Czy kres górny nale»y do zbioru A ..........

3.2. B =

{
2m− 8n

mn
: m,n ∈ N

}
Ocena .......

infB = ....................................................... supB = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru B .......... Czy kres górny nale»y do zbioru B ..........

3.3. C =

{
3m2 + 5n2

mn
: m,n ∈ N

}
Ocena .......

infC = ....................................................... supC = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru C .......... Czy kres górny nale»y do zbioru C ..........

3.4. D = {|z| : |z − i| = 2, z ∈ C} Ocena .......

infD = ....................................................... supD = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru D .......... Czy kres górny nale»y do zbioru D ..........

3.5. E = {3x− xy : x, y ∈ R ∧ −3 ≤ x < 2 ∧ −3 < y ≤ 2} Ocena .......

infE = ....................................................... supE = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru E .......... Czy kres górny nale»y do zbioru E ..........



4. (5pkt.) Dla ka»dej z poni»szych funkcji podaj ile ma asymptot. Za podanie n poprawnych
odpowiedzi otrzymasz max(0, n− 5) punktów.

a) 1− x ............

b) (x+ 1)3 ............

c) ln|x+ e| ............

d) tg(x) ............

e) arctg(x) ............

f) ln| sin(cosx)| ............

g) ln| cos(sinx)| ............

h)
x3 +

√
|x3 − 1|

x2 + 1
............

i)
x3 +

√
|x5 − 1|

x2 + 1
............

j)
x3 + 5x2 − 1

x3 + 2x2 − 2x− 4
............



5. (5pkt.) Udowodnij, »e dla wszystkich liczb naturalnych n ≥ 5 zachodzi nierówno±¢

n2 ≤ 1 + 2 + 22 + 23 + · · ·+ 2n−1.

6. (5pkt.) Uzasadnij, »e przedziaª [1, 2] zawiera rozwi¡zanie równania

ex = x3

oraz wska» przedziaª o dªugo±ci 2 zawieraj¡cy drugie rozwi¡zanie tego równania.

7. (5pkt.) Niech f(x) = e−x
2

dla x ∈ R.

a) (1pkt) Naszkicuj wykres funkcji f .

b) (2pkt.) Wyka», »e f(x) ≤ 1 dla wszystkich x ∈ R.

c) (2pkt.) Okre±l zbiór warto±ci funkcji f .

8. (5pkt.) Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji

f(x) = ex(x2 + 2x) dla x ∈ [−2, 1].



Zestaw E2

1. (5pkt.) W ka»dym z 4 poni»szych zada« udziel 4 niezale»nych odpowiedzi TAK/NIE.
Za ka»de zadanie, w którym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba zespolona z, »e

a) z2 = i3 .............................

b) 8z8 + 4z4 + 2z2 + 2015 = 0 .............................

c)
∣∣z3 + 1

z

∣∣ = 2015 .............................

d)
z + 1

z − 1
= Im(z) .............................

1.2. Czy istnieje taka liczba rzeczywista z, »e

a) z2 = i3 .............................

b) 8z8 + 4z4 + 2z2 + 2015 = 0 .............................

c)
∣∣z3 + 1

z

∣∣ = 2015 .............................

d)
z + 1

z − 1
= Im(z) .............................

1.3. Czy podana nierówno±¢ jest prawdziwa?

a)

∣∣∣∣z + 1

z

∣∣∣∣ ≥ 2, z ∈ C ............................. b)

∣∣∣∣r + 1

r

∣∣∣∣ ≥ 2, r ∈ R .............................

c) q4 ≤ 4q, q ∈ Q ............................. d) n4 ≤ 4n, n ∈ N .............................

1.4. Niech (an) b¦dzie ci¡giem takim, »e limn→∞ an = g ∈ R. Czy wówczas prawd¡ jest
»e

a) ∀ε>0 ∃N ∀n>N |an − g| < ε .............................

b) ∀ε≥0 ∃N ∀n>N |an − g| < ε .............................

c) ∀ε>0 ∃N ∀n≥N |an − g| < ε .............................

d) ∀ε>0 ∃N ∀n>N |an − g| ≤ ε .............................



2. (5pkt.) Oblicz pochodn¡ funkcji zmiennej x (za ka»d¡ bezbª¦dnie wyliczon¡ pochodn¡
otrzymasz jeden punkt)

a) (ecos
2 x)′ =

b)

((√
x+ 1

x sinx

)3
)′

=

c)
(
arctg(1− x2)ln(1 + x2tg(x2))

)′
=

d)

(
ln
(
ex

2
√

sin2 x+ 1
))′

=

e)

((
1 +

1

x

)x)′
=



3. (5pkt.)W ka»dym z zada« 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy nale»¡ do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres mo»e by¢ liczb¡ rzeczywist¡ lub mo»e by¢ równy −∞ albo +∞.
Napis ∞ b¦dzie zinterpretowany jako +∞.

Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie oba kresy i poprawnie okre±lisz ich przy-
nale»no±¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz
punktów.

3.1. A =

{
x : x <

1

x
, x ∈ R \ {0}

}
Ocena .......

infA = ....................................................... supA = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru A .......... Czy kres górny nale»y do zbioru A ..........

3.2. B =

{
2m+ 8n

mn
: m,n ∈ N

}
Ocena .......

infB = ....................................................... supB = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru B .......... Czy kres górny nale»y do zbioru B ..........

3.3. C =

{
2m2 + 8n2

mn
: m,n ∈ N

}
Ocena .......

infC = ....................................................... supC = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru C .......... Czy kres górny nale»y do zbioru C ..........

3.4. D = {|z| : |z − (3 + 4i)| = 1, z ∈ C} Ocena .......

infD = ....................................................... supD = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru D .......... Czy kres górny nale»y do zbioru D ..........

3.5. E = {2x+ xy : x, y ∈ R ∧ −3 ≤ x < 2 ∧ −3 < y ≤ 2} Ocena .......

infE = ....................................................... supE = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru E .......... Czy kres górny nale»y do zbioru E ..........



4. (5pkt.) Podaj warto±ci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia).
Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz liczb¦ punktów w/g tabeli

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
punkty 0 0 0 1 1 2 3 3 4 4 5

a) lim
n→∞

n

2n
= ............

b) lim
n→∞

√
n

ln(n)
=............

c) lim
n→∞

arctg( n
√
n) = ............

d) lim
n→∞

esin(n)

n
= ............

e) lim
n→∞

n
(
ln(n+ π)− ln(n+ e)

)
= ............

f) lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= ............

g) lim
x→−1

x3 + x2 + x+ 1

x5 + 1
= ............

h) lim
x→∞

ex

ln(x)
= ............

i) lim
x→−∞

x3 + 3
√
|x9 + 6| = ............

j) lim
x→1−

ln(x)

x2 − 1
= ............



5. (5pkt.) Zbadaj dla jakich n ∈ N zachodzi nierówno±¢

n4 ≤ 4n.

6. (5pkt.) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = e−x
2

i wska» przedziaª o dªugo±ci mniejszej ni»
1
4 zawieraj¡cy rozwi¡zanie równania f(x) = x.

Wsk. Jako jeden z ko«ców przedziaªu mo»esz wskaza¢ 1√
2
.

7. (5pkt.) Znajd¹ najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ n, tak¡ »e dana funkcja jest ró»niczkowalna
w zerze. Oblicz równie» A oraz f ′(0).

f(x) =


e2x − 1

1−2x + 2x2

xn
x 6= 0

A x = 0

8. (5pkt.) Sprawd¹, »e funkcja f(x) = x2e−x jest wypukªa dla x > 4 (2 pkt.) oraz
udowodnij poni»sz¡ nierówno±¢ dla x, y > 4 (3 pkt.)

(x+ y)2

2
≤ x2e

y−x
2 + y2e

x−y
2 .



Zestaw E3

1. (5pkt.) W ka»dym z 4 poni»szych zada« udziel 4 niezale»nych odpowiedzi TAK/NIE.
Za ka»de zadanie, w którym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba zespolona z, »e

a) z3 = (1 + i)4 .............................

b) z6 + z2 + e = π .............................

c) Re(Rez) + 2014 ≤ Im(Imz) .............................

d) Im
(

z
z+1

)
< Re

(
z
z+1

)
.............................

1.2. Czy istnieje taka liczba rzeczywista z, »e

a) z3 = (1 + i)4 .............................

b) z6 + z2 + e = π .............................

c) Re(Rez) + 2014 ≤ Im(Imz) .............................

d) Im
(

z
z+1

)
< Re

(
z
z+1

)
.............................

1.3. Czy podana nierówno±¢ jest prawdziwa?

a) n2 ≤ 2n, n ∈ N ............................. b) n3 ≤ 3n, n ∈ N .............................

c) n2 ≤ 2n, n ∈ Z ............................. d) n3 ≤ 3n, n ∈ Z .............................

1.4. Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

a) Ka»dy ci¡g malej¡cy jest zbie»ny. .............................

b) Istnieje liczba wymierna w taka, »e w5 + 3w3 + 2 =
√
712. .............................

c) Je±li dla funkcji f : R → R istnieje staªa C > 0 taka, »e ∀x zachodzi nierówno±¢
f ′(x) ≥ C, to lim

x→∞
f(x) =∞ .............................

d) Je±li dla funkcji f : R → R istnieje staªa C > 0 taka, »e ∀x zachodzi nierówno±¢
f ′(x) ≥ C, to lim

x→−∞
f(x) = −∞ .............................



2. (5pkt.) Oblicz pochodn¡ i drug¡ pochodn¡ funkcji zmiennej x

a) (ex
2

)′ =

(ex
2

)′′ =

b)

(
1

lnx

)′
=

(
1

lnx

)′′
=

c)

(
arctg

(
1

x

))′
=

(
arctg

(
1

x

))′′
=

d) (sin(cosx))
′
=

(sin(cosx))
′′
=

e)
(

3
√
x2 + 1

)′
=

(
3
√
x2 + 1

)′′
=



3. (5pkt.)W ka»dym z zada« 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy nale»¡ do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres mo»e by¢ liczb¡ rzeczywist¡ lub mo»e by¢ równy −∞ albo +∞.
Napis ∞ b¦dzie zinterpretowany jako +∞.

Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie oba kresy i poprawnie okre±lisz ich przy-
nale»no±¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz
punktów.

3.1. A =

{
x : 1 +

1

x
< 0, x ∈ R \ {0}

}
Ocena .......

infA = ....................................................... supA = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru A .......... Czy kres górny nale»y do zbioru A ..........

3.2. B =

{
sin

(
2

n

)
: n ∈ N

}
Ocena .......

infB = ....................................................... supB = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru B .......... Czy kres górny nale»y do zbioru B ..........

3.3. C =

{
m3 + n3 + 64

mn
: m,n ∈ N

}
Ocena .......

infC = ....................................................... supC = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru C .......... Czy kres górny nale»y do zbioru C ..........

3.4. D =

{
|z| : Im

(
z

z + 1

)
< Re

(
z

z + 1

)
, z ∈ C

}
Ocena .......

infD = ....................................................... supD = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru D .......... Czy kres górny nale»y do zbioru D ..........

3.5. E =
{
x2 − y2 : x, y ∈ R ∧ −2 ≤ x < 1 ∧ −1 < y ≤ 3

}
Ocena .......

infE = ....................................................... supE = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru E .......... Czy kres górny nale»y do zbioru E ..........



4. (5pkt.) Podaj warto±ci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia).
Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz liczb¦ punktów w/g tabeli

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
punkty 0 0 0 1 1 2 3 3 4 4 5

a) lim
n→∞

n ln

(
n+
√
2

n

)
= ............

b) lim
n→∞

(
arctg(n)

ln(n)

)n
= ............

c) lim
n→∞

(
1 +

1

3
+

1

32
+ · · ·+ 1

3n

)
= ............

d) lim
n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= ............

e) lim
n→∞

∣∣∣∣n+ i sin(n)

n+ i cos(n)

∣∣∣∣ = ............

f) lim
x→−2

x2 + x− 2

x3 + x2 − 4x− 4
= ............

g) lim
x→π

2

ln| cos(cosx)| = ............

h) lim
x→−∞

(
1 +

arctg(x)

x

)x
= ............

i) lim
x→∞

x
1
x = ............

j) lim
x→1+

ln(x)

x− 1
= ............



5. (5pkt.) Udowodnij, »e dla wszystkich n ∈ N.

n∑
k=0

(
2n+ 1

k

)
= 4n

6. (5pkt.) Zbadaj, czy dla wszystkich x ∈ R zachodzi nierówno±¢

|ln(x2 + π2)− ln(x2 + e2)| ≤ 1

7. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
x→∞

e
√
x+1 − e

√
x

Wskazówka. de l'Hospital.

8. (5pkt.) Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji.

f(x) =

{
xπln(x) x ∈ (0, 1]

0 x = 0



Zestaw 4

1. (5pkt.) W ka»dym z 4 poni»szych zada« udziel 4 niezale»nych odpowiedzi TAK/NIE.
Za ka»de zadanie, w którym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba naturalna n, »e

a) n2 > 2n .............................

b) n3 > 3n .............................

c)
√
n > n+1

2 .............................

d) 2n! > nn+1 .............................

1.2. Czy istnieje taka liczba wymierna w, »e

a) w2 + w − 2 = 0 .............................

b) w2 + w − 2 = 1 .............................

c) w4 > 4w .............................

d) log2w = 3
2 .............................

1.3. Czy istnieje taka liczba rzeczywista r, »e

a) r4 = −1 .............................

b) r3 + r2 + 2014 = 0 .............................

c) |r2 + r| = −r2 + r − 1
2014 .............................

d) ln(r) = tg(r) .............................

1.4. Czy istnieje taka liczba zespolona z, »e

a) z2 = −1 .............................

b) z7 = i .............................

c) |z2 + z| = |z − 1| .............................

d)
∑∞
n=0 z

n = 1
1+z .............................



2. (5pkt.) Podaj warto±ci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia). Za podanie n
poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n− 5) punktów.

a) lim
n→∞

nsin(
1
n ) = ............

b) lim
n→∞

(
n+ e

n+ π

)n
= ............

c) lim
n→∞

1 + 7 + 72 + 73 + · · ·+ 7n−1

7n
= ............

d) lim
n→∞

(
sin(n) + 1

cos(n) + 7

)n
= ............

e) lim
n→∞

ln(2n + 1)

ln(3n + 1)
= ............

f) lim
x→
√
2

x2 − 2

x2 − 3
√
2x+ 4

= ............

g) lim
x→0

ln| cos(sinx)| = ............

h) lim
x→−1−

(
1 +

1

x

)x
= ............

i) lim
x→∞

x
1

lnx = ............

j) lim
x→0+

ln(|
√
x+ i|)
x

= ............



3. (5pkt.) W ka»dym z zada« 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy nale»¡ do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres mo»e by¢ liczb¡ rzeczywist¡ lub mo»e by¢ równy −∞ albo +∞.
Napis ∞ b¦dzie zinterpretowany jako +∞.

Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie oba kresy i poprawnie okre±lisz ich przy-
nale»no±¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz
punktów.

3.1. A =

{
x :

1

x
< 2, x ∈ R \ {0}

}
Ocena .......

infA = ....................................................... supA = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru A .......... Czy kres górny nale»y do zbioru A ..........

3.2. B =
{
n2 > 2n : n ∈ N

}
Ocena .......

infB = ....................................................... supB = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru B .......... Czy kres górny nale»y do zbioru B ..........

3.3. C =

{
ne−mπ

(n+ π)(m+ e)
: m,n ∈ N

}
Ocena .......

infC = ....................................................... supC = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru C .......... Czy kres górny nale»y do zbioru C ..........

3.4. D =
{
|z| : |z − (1 + i)| =

√
2, z ∈ C

}
Ocena .......

infD = ....................................................... supD = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru D .......... Czy kres górny nale»y do zbioru D ..........

3.5. E =
{
x2 − y2 : x, y ∈ R ∧ |x− y| < 2 ∧ |x+ y + 1| ≤ 3

}
Ocena .......

infE = ....................................................... supE = .......................................................

Czy kres dolny nale»y do zbioru E .......... Czy kres górny nale»y do zbioru E ..........



4. (5pkt.) Oblicz pochodn¡ i drug¡ pochodn¡ funkcji zmiennej x

a) (x7ex)′ =

(x7ex)′′ =

b) (tgx)
′
=

(tgx)
′′
=

c) (log2(x))
′
=

(log2(x))
′′
=

d)

(
(
√
x+ 1)

(
1√
x
− 1

))′
=

(
(
√
x+ 1)

(
1√
x
− 1

))′′
=

e)

(
x3 ln(x)

x2 + 1

)′
=

(
x3 ln(x)

x2 + 1

)′′
=



5. (5pkt.) Wska» przedziaª o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» jeden zawieraj¡cy rozwi¡zanie
równania

ln| cosx|+ 1

2
= 0.

Odpowied¹ uzasadnij.

6. (5pkt.) Zbadaj, czy istnieje staªa C > 0 taka, »e dla dowolnych x, y > 0 zachodzi

|ex − ey| ≤ C|x− y|.

7. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

n∑
k=0

(
n

k

)
nk−n

8. (5pkt.) U»ywaj¡c pierwszych trzech pocz¡tkowych wyrazów wzoru Taylora dla funkcji
f(x) = 4arctg(x) znajd¹ przybli»enie liczby π oraz oszacuj jego bª¡d.

[Pami¦taj: f(x) = f(0) + f ′(0)x+ 1
2!f
′′(0)x2 +R3(x), gdzie R3(x) =

1
3!f
′′′(c)x3, c ∈ (0, x).]



Inne zadania otwarte

1. (5pkt.) Udowodnij, »e ci¡g an = ln(n)
n jest malej¡cy dla liczb naturalnych n ≥ 3.

2. (5pkt.) Udowodnij, »e dla wszystkich x ∈ R.∣∣∣sin(x) + π

e

∣∣∣ > 1

10

3. (5pkt.) Udowodnij, »e dla wszystkich n ∈ N.(n
e

)n
≤ n!

4. (5pkt.) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 1
x3−x i wska» przedziaª domkni¦ty o dªugo±ci

1 zawieraj¡cy rozwi¡zanie równania f(x) = ex.

5. (5pkt.) Zbadaj, czy istnieje staªa C > 0 taka, »e dla dowolnych x, y > 0 zachodzi

|ln(x)− ln(y)| ≤ C|x− y|.

6. (5pkt.) Udowodnij, »e dla wszystkich n ∈ N

n3 ≤ 3n .

7. (5pkt.) Znajd¹ przedziaª dªugo±ci mniejszej ni» 2 zawieraj¡cy rozwi¡zanie równania

ln(x) = tg(x)

i odpowiednio uzasadnij sw¡ odpowied¹.

8. (5pkt.) Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji

f(x) =
x2 + 1

x+ 2

i naszkicuj jej wykres.

9. (5pkt.) Oblicz f ′′(x) dla f(x) = ex

x (2 pkt.) i uzasadnij, »e f jest wypukªa dla x > 0 (3
pkt.).

10. (5pkt.) Udowodnij nierówno±¢

4
ex+y

x+ y
≤ e2x

x
+
e2y

y
,

dla x, y > 0.

11. (5pkt.) Zbadaj poprawno±¢ formuªy

f (n)(x) =

(
1

x
+

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k k!

xk+1

)
ex,

gdzie f (n) oznacza n-t¡ pochodn¡ funkcji f(x) = ex

x , dla x > 0.

12. (5pkt.) Czy prawd¡ jest, »e x sin(x) ≤ π
2 dla wszystkich x ∈ [0, π]? Odpowied¹ dobrze

uzasadnij.



13. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
x→0+

ln(sinx)
√
x2 + 2x

ln(arctgx)
√
x2 + x

14. (5pkt.)
a) (2 pkt.) Udowodnij, »e x

x2+1 ≤ arctg(x) dla x ≥ 0.

b) (3 pkt.) Znajd¹ sup
{arctg(x)

x : x > 0
}
wraz z uzasadnieniem.

15. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

(n2ln(n+ 1)− n2ln(n)− n).

Wsk. Upro±¢ logarytmy, podstaw 1
n = x ∈ R, a potem m¡drze zastosuj de l'Hospitala.

16. (5pkt.) Czy istnieje funkcja ró»niczkowalna f : R → R taka, »e f(1) = f(−1) = 1,
f(0) = 0, |f ′(x)| ≤ 1? Odpowied¹ uzasadnij dowodem lub przykªadem.

17. (5pkt.) Znajd¹ najmniejsz¡ (2 pkt.) i najwi¦ksz¡ (3 pkt.) warto±¢ funkcji f(x) = x−lnx
dla x ∈ [ 12 , 2].

18. (5pkt.) Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierówno±¢

x2 + 1

y2 + 1
≤ e|x−y|.

Wsk. Naªó» logarytm, a potem Lagrange.

19. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
x→0+

ln(1− x) + x+ x2

2

x3

20. (5pkt.) U»ywaj¡c pierwszych trzech pocz¡tkowych wyrazów szeregu Mclaurina funkcji
f(x) = sin(x) znajd¹ przybli»enie liczby sin(1) i szacuj¡c bª¡d przybli»enia uzasadnij, »e
sin(1) ≥ 5

6 .

[Pami¦taj: f(x) = f(0) + f ′(0)x+ 1
2!f
′′(0)x2 +R3(x), gdzie R3(x) =

1
3!f
′′′(c)x3, c ∈ (0, x).]


