1.

Zadania egzaminacyjne Al/Rzeszotnik

Zestaw E1

(5pkt.) W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel 4 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba zespolona z, ze

1.3. Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

a) Kazdy ciag monotoniczny ma granice.  ........ccccceereeernunenns

b) Kazdy ciag monotoniczny jest zbiezny. ........ccccccvvverennnen.

c) Jesli funkcja f : R — R jest rosnaca i ograniczona, to ma asymptote.

d) Jesli funkcja f : R — R jest ciagta i ograniczona, to ma asymptote.

1.4. Czy podane oszacowanie jest prawdziwe dla wszystkich x € R?

sin(x) :1;’5 —+ 1‘2
S b)|——| <201
EFSIE )z | =206
arctg(z) . 1
c) le <O e, d) |cos(sin(z))| > 3




2. (5pkt.) Podaj wartosci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia).

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz liczbe punktéw w/g tabeli
n |0(1]2|3]4|5]6|7]8|9]10

punkty |O|O| 0|1 |1]2|3|3|4|4]| 5

1
d) lim e®%" gin () = e
n

n— oo

1

e) lim nhht = ...
n—oo
x—1 r—1

h) I ——— = e
)zﬂuzloo arctg(x)




3. (5pkt.)W kazdym z zadan 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oc0.
Napis oo bedzie zinterpretowany jako +oo.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbltednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich przy-
nalezno$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w ktorych podasz niepeilng lub nie w pelni poprawna odpowiedz, nie otrzymasz
punktow.

1
3.1.A{:17:x< 1,:E€R\{1}} Ocena .......
T —
INfA = s SUPA = oot
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gorny nalezy do zbioru A ..........
3.2. B= {2m—8n :om,n € N} Ocena .......
mn
infB = i SUPB = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
3m? + 5n?
33.0= (M EP. en] Ocena ...
mn
INfC = o SUPC = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru C .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C ..........
34. D={|z|: |z —i| =2, z€ C} Ocena .......
INTD = oo SUPD = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres goérny nalezy do zbioru D ..........
35. E={3z—azy: z,yeR N =3<z<2 A -3<y<2} Ocena .......
INfE = i SUPE = i



4. (5pkt.) Dla kazdej z ponizszych funkcji podaj ile ma asymptot. Za podanie n poprawnych
odpowiedzi otrzymasz max(0, n — 5) punktow.

23+ 522 —1
3 4+ 222 — 20— 4

J)



5. (5pkt.) Udowodnij, ze dla wszystkich liczb naturalnych n > 5 zachodzi nieréwnosé

n?<142422423 4 ... 42771

6. (5pkt.) Uzasadnij, ze przedzial [1,2] zawiera rozwiazanie rownania
e =z

oraz wskaz przedzial o dlugosci 2 zawierajacy drugie rozwigzanie tego réwnania.

7. (5pkt.) Niech f(x) = e~ dla z € R.
a) (1pkt) Naszkicuj wykres funkcji f.
b) (2pkt.) Wykaz, ze f(z) < 1 dla wszystkich x € R.

c) (2pkt.) Okresl zbior wartosci funkeji f.

8. (5pkt.) Znajdz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkeji

flz)=e"(2* +22) dlaze[-21].



1.

Zestaw E2

(5pkt.) W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel 4 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.

Za kazde zadanie, w ktorym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

ze

1.1. Czy istnieje taka liczba zespolona z, ze

b) 828 + 421 4+ 222 + 2015 = 0 coeoevreiieece
) |22+ 1 =2015

z+1
2—1

d)

1.3. Czy podana nieré6wno$c¢ jest prawdziwa?

1.4. Niech (a,) bedzie ciagiem takim, ze lim,_, . a, = g € R. Czy wowczas prawda jest

a) Veso dN Visn \an — g| T E e,
b) Vezo E]an>N \an — g| T E

¢) Veso ElenZN ’CLn — g| <€ e,

A Veso INVisn|an — gl <€



2. (5pkt.) Oblicz pochodna funkcji zmiennej = (za kazda bezbtednie wyliczong pochodna
otrzymasz jeden punkt)

a) (ecos2 m)/ _

b) ((ﬁiig:)?))/:

¢) (arctg(l — 22)In(1 + 2?tg(x?))) =

O (m (Ve i) ) =



3. (5pkt.)W kazdym z zadan 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oc0.
Napis oo bedzie zinterpretowany jako +oo.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbltednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich przy-
nalezno$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w ktorych podasz niepeilng lub nie w pelni poprawna odpowiedz, nie otrzymasz
punktow.

1
3.1. A{z: x<,x€R\{0}} Ocena .......
x
INfA = s SUPA = oot
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gorny nalezy do zbioru A ..........
3.2. B= {2m+8n :om,n € N} Ocena .......
mn
infB = i SUPB = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
2m? + 8n?
33.0= {28 en] Ocena ...
mn
INfC = o SUPC = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru C .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C ..........
34. D={|z|: |z — (83+4i)| =1, z € C} Ocena .......
INTD = oo SUPD = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres goérny nalezy do zbioru D ..........
35. E={2z+4z2y: z,yeR N -3<x<2 A -3<y<2} Ocena .......
INfE = SUPE = i



4. (5pkt.) Podaj wartosci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia).

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz liczbe punktéw w/g tabeli
n |0(1]2|3]4|5]6|7]8|9]10

punkty |O|O| 0|1 |1]2|3|3|4|4]| 5

n—oo 21

i) L — e = e,
J) fimos



5. (5pkt.) Zbadaj dla jakich n € N zachodzi nieréwnosé

nt < 4™,

6. (5pkt.) Naszkicuj wykres funkeji f(x) = e~ i wskaz przedzial o dtugosci mniejszej niz
1 zawierajacy rozwigzanie réwnania f(z) = .
‘Wsk. Jako jeden z koncéw przedzialu mozesz wskazaé %

7. (5pkt.) ZnajdZz najwieksza liczbe naturalng n, taka ze dana funkcja jest rozniczkowalna
w zerze. Oblicz réwniez A oraz f'(0).
62:1: _ 1_121 + 21,2
J(@) = o r#0
A x=0

8. (bpkt.) Sprawdz, ze funkcja f(z) = 2%e™® jest wypukla dla x > 4 (2 pkt.) oraz
udowodnij ponizsza nieréwno$¢ dla x,y > 4 (3 pkt.)



Zestaw E3

1. (5pkt.) W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel 4 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba zespolona z, ze

c) Re(Rez) + 2014 < Im(Imz) .oeverevnienieiiieiene

d) Tm(=2;) < Re(=27) oo

1.2. Czy istnieje taka liczba rzeczywista z, ze

c) Re(Rez) 4+ 2014 <Im(Imz) .cooovrceiiiiiiinnnn.

d) Im(zj_l) < Re(zj_l) .............................

1.3. Czy podana nier6wno$c¢ jest prawdziwa?

1.4. Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?
a) Kazdy ciag malejacy jest zbiezny.  .....ccccciviiniiniees
b) Istnieje liczba wymierna w taka, ze w® + 3w? + 2 = V712.  ooevvvveereereereees

c) Jesli dla funkcji f : R — R istnieje stala C' > 0 taka, ze Va zachodzi nieréwnosc
i) >C,t0 im f(x) =00  irveriieeeeiee,
r—00

d) Jesli dla funkcji f : R — R istnieje stata C > 0 taka, ze Vo zachodzi nieréwnosé
flx)>Coto lim f(2) = =00  vvveerieeneee
r——00



2. (5pkt.) Oblicz pochodng i druga pochodng funkcji zmiennej x

1 "
(e) -

d) (sin(cosz)) =

(sin(cosz))" =

!’

e) (31‘24—1) =

3 "
()’



3. (5pkt.)W kazdym z zadan 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oc0.
Napis oo bedzie zinterpretowany jako +oo.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbltednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich przy-
nalezno$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w ktorych podasz niepeilng lub nie w pelni poprawna odpowiedz, nie otrzymasz
punktow.

1
3.1.A={x:1+x<0,x€R\{O}} Ocena .......
INfA = s SUPA = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gorny nalezy do zbioru A ..........

3.2. B= {sin (i) : ne N} Ocena .......

INfB = .o SUPB = e
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gorny nalezy do zbioru B ..........
3 3
3.3. C:{m—&—n—i—64: m,neN} Ocena .......
mn
INfC = o SUPC = et
Czy kres dolny nalezy do zbioru C .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C ..........
z z
34. D=<z] : Im{ —— ) <Re , 2€C Ocena .......
z+1 z+1
INED = oo SUPD = (i
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres goérny nalezy do zbioru D ..........
3.5.E={x2—y2:z,y€R/\ —2<z<1l A —1<y§3} Ocena .......
INfE = SUPE = oo



4. (5pkt.) Podaj wartosci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia).

Za podanie n poprawnych odpowiedzi otrzymasz liczbe punktéw w/g tabeli
n |0(1]2|3]4|5]6|7]8|9]10

punkty |O|O| 0|1 |1]2|3|3|4|4]| 5

a) lim nln <n+\/§> = e

n—00 n

b)MH(wMMUn: ............

n—oo ln(n)

) lim (14242 g
C 1m - — tee — ERTr
n—oo 3 32 3n

- 1
d) li =
) ninéo; k(k+1)

¢) lim n + isin(n)

n + icos(n)

. 2+ —2
f) m£r§2 P P

g) lim In|cos(cosz)| = .corernnnen.
TG




5. (5pkt.) Udowodnij, ze dla wszystkich n € N.

i(Qn/:1> _

k=0

6. (5pkt.) Zbadaj, czy dla wszystkich = € R zachodzi nieréwnosé

|1n(332 + 7r2) — ln(gc2 + 62)| <1

7. (5pkt.) Oblicz granice
lim e‘/m —eVE

T—0o0

Wskazowka. de I’'Hospital.

8. (5pkt.) Znajdz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkeji.

~ Ja™In(z) 2z € (0,1]
o= {7 <



Zestaw 4

1. (5pkt.) W kazdym z 4 ponizszych zadan udziel 4 niezaleznych odpowiedzi TAK /NIE.
Za kazde zadanie, w ktorym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za udzielenie 12 poprawnych odpowiedzi otrzymasz dodatkowo 1 punkt.

1.1. Czy istnieje taka liczba naturalna n, ze

nt1
c) vn >

d) 2n! > 0"

1.2. Czy istnieje taka liczba wymierna w, ze

a) rt = —1 oo

b) 3 + 72 42014 =0 coovevrreeee

) [P 47| =—r? 47— S s
d) In(r) =t8(r) ceerreeniieieeeieee

d) >0 2" = ﬁ .............................



2. (5pkt.) Podaj wartosci granic (tylko odpowiedzi, bez uzasadnienia). Za podanie n
poprawnych odpowiedzi otrzymasz max(0, n — 5) punktow.

a) lim nsin(s) =
n—oo

b) lim (n+e> = .
n—oo \ N+

N A i
¢) lim =
n—00 ™

d) lim (11(”)“) N

n—oo \ cos(n) + 7

. In(2"4+1)
e) n].l_}n’;o m Ty

2
-2
f) lim _r-s -
s—v3 12— 322 + 4

g) lim In|cos(sinz)| = ............
z—0

1 xr
h) lim <1+> = e,
r——1— T

N
i) lim zhe = ...
xTr—r 00

i) L — = ..
3) fim =



3. (5pkt.) W kazdym z zadan 3.1-3.5 podaj kresy zbioru oraz napisz, czy kresy naleza do
zbioru (napisz TAK lub NIE).
Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze byé¢ réwny —oo albo +oc0.
Napis oo bedzie zinterpretowany jako +oo.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbltednie oba kresy i poprawnie okreslisz ich przy-
nalezno$é¢ do zbioru, otrzymasz 1 punkt.
Za zadania, w ktorych podasz niepeilng lub nie w pelni poprawna odpowiedz, nie otrzymasz
punktow.

1
3.1. A—{x: <2,x€R\{O}} Ocena .......
x
InfA = e, SUDPA = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gorny nalezy do zbioru A ..........
3.2. B= {n2 >2": ne€ N} Ocena .......
infB = .o SUPDB = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
3.3. C:{M: mJLEN} Ocena .......
(n+m)(m+e)
INfC = oo SUPC = oiiiiiiieiiie e
Czy kres dolny nalezy do zbioru C .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
3.4. D:{|z|:|z—(1—|—i)\=\/§, zE(C} Ocena .......
INfD = SUPD = (i
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
35. E={2"—y’: z,yeR A |z—y|<2 A |z+y+1|<3} Ocena .......
INfE = SUPE = oo



4. (5pkt.) Oblicz pochodna i druga pochodng funkcji zmiennej x

b) (tgz)’ =

¢) (log,(x)) =



5. (5pkt.) Wskaz przedzial o dlugosci nie wiekszej niz jeden zawierajacy rozwiazanie
réwnania

1
In| cos x| + 5= 0.

Odpowiedz uzasadnij.

6. (5pkt.) Zbadaj, czy istnieje stata C' > 0 taka, ze dla dowolnych z,y > 0 zachodzi

le” —e?| < Clz —yl.

7. (5pkt.) Oblicz granice

8. (5pkt.) Uzywajac pierwszych trzech poczatkowych wyrazow wzoru Taylora dla funkcji
f(z) = 4arctg(z) znajdz przyblizenie liczby 7 oraz oszacuj jego blad.

[ Pamictaj: f(x) = £(0) + f'(0)z + & f"(0)2® + Ry(x), gdzie Ry(x) = 4" ()%, c € (0,).]



Inne zadania otwarte

_ Inm

1. (5pkt.) Udowodnij, ze cigg a, = =~ jest malejacy dla liczb naturalnych n > 3.

2. (5pkt.) Udowodnij, ze dla wszystkich = € R.

[sin(e) + 7| >
s — —_—
e 10

3. (5pkt.) Udowodnij, ze dla wszystkich n € N.
n n
(o) <
e
4. (5pkt.) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —— i wskaz przedzial domkniety o dtugosci
1 zawierajacy rozwiazanie rownania f(x) = e”.

5. (5pkt.) Zbadaj, czy istnieje stata C' > 0 taka, ze dla dowolnych z,y > 0 zachodzi

In(z) —In(y)| < Clz —yl.

6. (5pkt.) Udowodnij, ze dla wszystkich n € N

nd<3n.

7. (5pkt.) Znajdz przedzial dtugosci mniejszej niz 2 zawierajacy rozwiazanie rownania

In(x) = tg(x)

i odpowiednio uzasadnij swa odpowiedz.

8. (5pkt.) Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji

i naszkicuj jej wykres.

9. (5pkt.) Oblicz f(z) dla f(x) = % (2 pkt.) i uzasadnij, ze [ jest wypukla dla x > 0 (3
pkt.).

10. (5pkt.) Udowodnij nier6wnosé
6x+y 62a: eZy

< —+—=
r+vy T Y

4

dla z,y > 0.
11. (5pkt.) Zbadaj poprawnosé¢ formutly

7O (2) = (; + znj (Z)(—UZSL) e’

k=1

gdzie f(") oznacza n-ta pochodna funkcji f(z) = %, dla z > 0.

12. (5pkt.) Czy prawda jest, ze xsin(z) < § dla wszystkich = € [0,7]? Odpowiedz dobrze
uzasadnij.



13. (5pkt.) Oblicz granice

lim In(sinz)vx? + 2z
i
=0+ In(arctgr)va? + x

14. (5pkt.)

a) (2 pkt.) Udowodnij, ze ;% < arctg(z) dla = > 0.

b) (3 pkt.) Znajdz sup {% :x > 0} wraz z uzasadnieniem.

15. (5pkt.) Oblicz granice

lim (n%In(n + 1) — n?ln(n) — n).

n—oo

Wsk. Uproéé logarytmy, podstaw 1 = 2 € R, a potem madrze zastosuj de 1’Hospitala.

n

16. (5pkt.) Czy istnieje funkcja rozniczkowalna f : R — R taka, ze f(1) = f(-1) = 1,
f0) =0, |f'(z)| <17 Odpowiedz uzasadnij dowodem lub przykladem.

17. (5pkt.) Znajd7 najmniejsza (2 pkt.) i najwieksza (3 pkt.) wartos¢ funkeji f(z) = z—Inx
dla z € [3,2].

18. (5pkt.) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

2
z”+1 < el=—yl
y?+1~

Wsk. Natléz logarytm, a potem Lagrange.

19. (5pkt.) Oblicz granice

20. (5pkt.) Uzywajac pierwszych trzech poczatkowych wyrazow szeregu Mclaurina funkeji
f(z) = sin(z) znajdz przyblizenie liczby sin(1) i szacujac btad przyblizenia uzasadnij, ze
sin(1) > 2.

[Pamigtaj: f(z) = (0) + f'(0)z + & f"(0)a® + Ra(x), gdzie Ry(x) = 41" (c)a’, c € (0,2).]



