
Kolokwium 4 A2/Z.Rzeszotnik

1.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

n

(
(n+ 1)− 2n

(n+ 1)3 − 8n3
+

(n+ 2)− 2n

(n+ 2)3 − 8n3
+

(n+ 3)− 2n

(n+ 3)3 − 8n3
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(2n− 1)3 − 8n3

)

1.2. (5pkt.) Udowodnij, »e
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12
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1

1

x
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2.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

n∑
k=1

k3 + kn2 + n3

k4 + 2k2n2 + 4kn3 + n4

2.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

a) (2 pkt.)
1 + 4
√
e

2
≤
∫ 1

0
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2

dx

b) (3 pkt.)

∫ 1

0

ex
2

dx ≤ e− 1

3.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

2n∑
k=0

n2(k − n)3

(k − n)6 − 64n6

3.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

π

2
≤
∫ π

4

−π
4

tgx

x
dx ≤ 2.

Dolne oszacowanie (ªatwe) 2pkt. Górne (nie takie trudne) 3pkt.

Przypomnienie: sinx ≤ x ≤ tgx dla x ∈ [0, π2 ].

4.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n

1 + 2n+ 5n2
+

n

4 + 4n+ 5n2
+

n

9 + 6n+ 5n2
+ · · ·+ n

8n2

)

4.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

2 ≤
∫ π

3

−π
3

1

cos(x)
dx ≤ π.

Dolne oszacowanie 2pkt (wsk. prostok¡t). Górne 3pkt (wsk. trapez).

5.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

9
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)

5.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

ln
√
2 ≤

∫ 2

1

lnx dx ≤ 1

2
.



Wsk. dolne oszacowanie - trójk¡t, górne oszacowanie - udowodnij, »e lnx ≤ x−1. (Mo»esz
te» obliczy¢ ta caªk¦.)

6.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

(
1

3n
+

1
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+

1
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+

1
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)

6.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

1

4
+

1

5
+

1

6
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7
≤
∫ 4

0

1

x+ 3
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21
.

Wsk. dolne oszacowanie - metoda na Riemanna, górne oszacowanie - metoda trapezowa.

7.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n2

1 + 2n+ 3n2
+

n2

4 + 4n+ 3n2
+

n2

9 + 6n+ 3n2
+
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16 + 8n+ 3n2
+ · · ·+ n2

11n2

)

7.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

20172017 − 20162017

2017
≤
∫ 2017

2016

xx dx ≤ 20172017 + 20162016

2
.

Wsk. dolne oszacowanie - oszacuj funkcj¦, górne oszacowanie - trapez.

8.1. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

2n∑
k=n

3k + n

k2 + kn
=

8.2. (5pkt.) Udowodnij, »e

A. (3pkt.) ∫ 1

0

cos(x2) dx ≥ 1 + cos(1)

2

Wsk. Trapez.

B. (2pkt.) ∫ 1

0

cos(x2) dx ≥ sin(1)


