
Kolokwium 7 A2/Z.Rzeszotnik

1.1 (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

1.2.(5pkt.) Czy je±li dwa szeregi o wyrazach nieujemnych

∞∑
n=1

an oraz

∞∑
n=1

bn s¡ zbie»ne, to

szereg

∞∑
n=1

anbn te» musi by¢ zbie»ny? Odpowied¹ uzasadnij przykªadem lub dowodem.

2.1 (5pkt.) Wka»dym z zada« 1.1-1.5 zbadaj zbie»no±¢ obu szeregów i udziel poprawnych
odpowiedzi (napisz TAK lub NIE). Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie obie
odpowiedzi otrzymasz 1 punkt. Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni
poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz punktów.

1.1

∞∑
n=1

n3 + n2 + n+ 1

(n2 + 2)(n2 + 3)

∞∑
n=1

n3 + n2 + n+ 1

(n2 + 2)(n3 + 3)
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.2

∞∑
n=1

(2n)!!

(2n)!

∞∑
n=1

(2n)!!

2n!
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.3

∞∑
n=1

(
1− 2

n

)n2 ∞∑
n=1

(
1− 1

4n

)n2

Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.4

∞∑
n=1

(
1

n

) 1
n

∞∑
n=1

(
1

n2

) 1
n2

Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.5

∞∑
n=1

√
n2 + 2n

3
√
n3 + 3n

∞∑
n=1

√
n2 + 2n

4
√
n4 + 4n

Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

2.2.(5pkt.) Zbadaj czy istnieje rozbie»ny szereg
∑∞
n=1 an taki, »e szereg

∞∑
n=1

(a3n−2 + a3n−1 + a3n)

jest zbie»ny. Podaj przykªad takiego szeregu
∑∞
n=1 an wraz z uzasadnieniem, lub udowodnij,

»e taki szereg nie istnieje.

3.1. (5pkt.) W ka»dym z zada« 1.1-1.5 zbadaj zbie»no±¢ obu szeregów i udziel poprawnych
odpowiedzi (napisz TAK lub NIE). Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie obie
odpowiedzi otrzymasz 1 punkt. Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni
poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz punktów.

1.1

∞∑
n=1

n
√
n+ 1

√
n+ 2 3

√
n10 + 1

∞∑
n=1

n
√
n2 + 1

√
n+ 2 3

√
n10 + 1

Ocena .....



Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.2

∞∑
n=1

n2 + ln(n)

2n

∞∑
n=1

n3 + ln(n)

3n
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.3

∞∑
n=1

n!

nn

∞∑
n=1

(2n)!

(2n)n
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.4

∞∑
n=1

√
n+ (−1)n

n

∞∑
n=1

√
n+ (−2)n

n2
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.5

∞∑
n=1

(
n+ 1

n+ 2

)n ∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 2

)n
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

3.2. (5pkt.) Znajd¹ liczb¦ C ∈ R, tak¡ »e

∞∑
n=1

1

n3
≤ C.

Odpowied¹ dobrze uzasadnij.

4.1. (5pkt.) W ka»dym z zada« 1.1-1.5 zbadaj zbie»no±¢ obu szeregów i udziel poprawnych
odpowiedzi (napisz TAK lub NIE). Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie obie
odpowiedzi otrzymasz 1 punkt. Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni
poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz punktów.

1.1

∞∑
n=1

n
√
n2 + 1

√
n+ 2 3

√
n11 + 1

∞∑
n=1

n
√
n3 + 1

√
n+ 2 3

√
n11 + 1

Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.2

∞∑
n=1

(
1 +

1√
n

)n ∞∑
n=1

ne

en
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.3

∞∑
n=1

nn

2nn!

∞∑
n=1

nn

3nn!
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........



1.4

∞∑
n=1

n+ (−1)n
√
n

n

∞∑
n=1

n+ (−3)n
√
n

n3
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.5

∞∑
n=1

(
1

2

)√n ∞∑
n=1

(
1− 1√

n

)n
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

4.2. (5pkt.) Wiedz¡c, »e ci¡g (bn) d¡»y do b oblicz sum¦ szeregu
∑∞
n=1(bn+1 − bn).

Wsk. Oblicz sum¦ cz¦±ciow¡ szeregu
∑∞
n=1(bn+1 − bn).

5.1. (5pkt.) W ka»dym z zada« 1.1-1.5 zbadaj zbie»no±¢ obu szeregów i udziel poprawnych
odpowiedzi (napisz TAK lub NIE). Za ka»de zadanie, w którym podasz bezbª¦dnie obie
odpowiedzi otrzymasz 1 punkt. Za zadania, w których podasz niepeªn¡ lub nie w peªni
poprawn¡ odpowied¹, nie otrzymasz punktów.

1.1

∞∑
n=1

n 3
√
n2 + 1

√
n+ 2

√
n4 + 1

∞∑
n=1

n 3
√
n4 + 1

√
n+ 2

√
n4 + 1

Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.2

∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

) ∞∑
n=1

(
2√
n
− 1√

n+ 1

)
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.3

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!

∞∑
n=1

3n(n!)2

(2n)!
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.4

∞∑
n=1

1

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n

∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n

)
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

1.5

∞∑
n=1

(
1 +

1

n2

)n ∞∑
n=1

(
1− 1

n2

)n
Ocena .....

Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? .......... Czy powy»szy szereg jest zbie»ny? ..........

5.2. (5pkt.) Wiedz¡c, »e ci¡g (bn) d¡»y do b oblicz sum¦ szeregu
∑∞
n=1(bn+1 − bn).

Wsk. Oblicz sum¦ cz¦±ciow¡ szeregu
∑∞
n=1(bn+1 − bn).

6.1. (5pkt.) Czy istnieje ci¡g (an) taki, »e (podaj przykªad, lub uzasadnij, »e nie istnieje)?

1.1 Szereg
∑

an jest zbie»ny oraz szereg
∑

1
an

jest zbie»ny.



1.2 Szereg
∑

an jest zbie»ny, a szereg
∑

a2n jest rozbie»ny.

1.3 Szereg
∑

an jest rozbie»ny, a szereg
∑

a2n jest zbie»ny.

1.4 Oba szeregi
∑

an oraz
∑

a2n s¡ zbie»ne.

1.5 Szereg
∑

an jest zbie»ny oraz lim
n→∞

an
n

= 1.

6.2. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów (tzn. napisz czy s¡ zbie»ne i wyja±nij
dlaczego):

2.1

∞∑
n=1

n 3
√
n2 + 1

√
n+ 2

√
n4 + 1

2.2

∞∑
n=1

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)

2.3

∞∑
n=1

5n(n!)2

(2n)!

2.4

∞∑
n=1

1

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1)

2.5

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n

7.1. (5pkt.) Podaj (wraz z uzasadnieniem) przykªad ci¡gu (an) taki, »e

1.1 Szereg
∑ 1

nan
jest zbie»ny.

1.2 Szereg
∑ 1

nan
jest zbie»ny, a szereg

∑ 1

n
√
an−1

jest rozbie»ny.

1.3 Szereg
∑

ean jest zbie»ny, a szereg
∑

ea
2
n jest rozbie»ny.

1.4

∞∑
n=1

an =
1

2
.

1.5 Szereg
∑

an jest zbie»ny, a szereg
∑

an2+n jest rozbie»ny.

7.2. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów (tzn. napisz czy s¡ zbie»ne i wyja±nij
dlaczego):

2.1

∞∑
n=1

(
1√
n+ 1

− 1√
n+ 2

)

2.2

∞∑
n=1

(
n+
√
2

n+
√
3

)n2

2.3

∞∑
n=1

(2n)!

n2n

2.4

∞∑
n=1

(ln(n+ 1)− ln(n))



2.5

∞∑
n=1

(−1)n sin
(
1

n

)

8.1. (5pkt.) Podaj (wraz z uzasadnieniem) przykªad ci¡gu (an) taki, »e

1.1 Szereg
∑

nan jest zbie»ny, a szereg
∑

n|an| jest rozbie»ny.

1.2 Szereg
∑ an

n
jest zbie»ny, a szereg

∑ an√
n

jest rozbie»ny.

1.3 Szereg
∑ n

an
jest zbie»ny, a szereg

∑ n4

a2n
jest rozbie»ny.

1.4 Szereg
∑

(an+1 − an) jest zbie»ny, a szereg
∑

an jest rozbie»ny.

1.5

∞∑
n=0

an =
1

3
.

8.2. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów (tzn. napisz czy s¡ zbie»ne i wyja±nij
dlaczego):

2.1

∞∑
n=1

(
1√
n+ 1

− 1√
n+ 3

)

2.2

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)√n

2.3

∞∑
n=1

(2n)!

(2n)2n

2.4

∞∑
n=1

ln(n)

3n

2.5

∞∑
n=1

sin

(
1

nπ

)


