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1. (5pkt.)Oblicz pochodn¡ podanych funkcji. Za ka»d¡ dobr¡ odpowied¹ otrzymasz 1
punkt.

a)
√
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x2 + x+ 1

3x2 + 5

c) ( 3
√
x+ 1 + 2x)7

d) tg(x)

e)
xex
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2. (5pkt.) Oblicz z de�nicji pochodn¡ funkcji f(x) = ln(x).

Wskazówka. lim
y→±∞

(
1 +

a

y

)y
= ea.

3. (5pkt.) Spo±ród rózniczkowalnych funkcji f1, f2, f3, f4 wska» te, których pochodna
nie mo»e by¢ funkcj¡ staª¡, wiedz¡c »e

f1(0) = 2, f1(1) = 4, f1(3) = 8;

f2(0) = 2, f2(1) = 4, f ′2(3) = 8;

f3(0) = 2, f3(1) = 4, f ′3(3) < f3(3);

f4(0) = 2, f4(1) = 4, f ′4(3) > f4(3).

4. (5pkt.) Udowodnij, »e | sin(x)− sin(y)| ≤ |x− y|.

5. (5pkt.) Oblicz granic¦
lim
x→0+

xsin x

6. (5pkt.) Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji

f(x) = |e2ix + 2eix + 1|

dla x ∈ [0, 2π].

7. (5pkt.) Znajd¹ wzór na n-t¡ pochodn¡ funkcji f(x) = 1
1−x2 .

Wskazówka. Mo»esz rozªo»y¢ funkcj¦ na prostsze uªamki.

8. (5pkt.) Udowodnij, »e je±li W (x) =
∑n
k=0 akx

k, to

W (x) =

n∑
k=0

W (k)(0)

k!
xk.

9. (5pkt.) Oblicz przybli»on¡ warto±¢ liczby ln(2) korzystaj¡c z trzech wyrazów (zerowego,
pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacuj bª¡d przybli»enia
na podstawie wzoru Taylora.

10. (5pkt.) Oblicz warto±¢ n-tej pochodnej w punkcie zero, czyli f (n)(0), dla funkcji

f(x) = ex
2

.

Wskazówka: Szereg Maclaurina.



11. (5pkt.)
A. (2pkt.) Oblicz caªk¦

∫
arctg2x

1 + x2
dx

B. (3pkt.) Oblicz caªk¦ ∫
(lnx)2 dx

12. (5pkt.)
A. (2pkt.) Oblicz caªk¦ ∫

sin3 x dx

B. (3pkt.) Oblicz caªk¦

∫
et(t− 1)

t2
dt

13. (5pkt.) Oblicz caªk¦

∫
e2x + 1

e3x + 5e2x + 6ex
dx

14. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫
1

x3 + 1
dx

15. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫
1

sinx
dx

16. (5pkt.) Oblicz poni»sz¡ caªk¦ dla wybranej przez siebie warto±ci parametru p ∈ R∫
1

x3 − 6x2 + px− 6
dx

17. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

n

(
(n+ 1)− 2n

(n+ 1)3 − 8n3
+

(n+ 2)− 2n

(n+ 2)3 − 8n3
+

(n+ 3)− 2n

(n+ 3)3 − 8n3
+ · · ·+ (2n− 1)− 2n

(2n− 1)3 − 8n3

)

18. (5pkt.) Oblicz caªk¦ oznaczon¡ ∫ 1

0

√
1− x2 dx

19. (5pkt.) Obszar ograniczony krzyw¡ f(x) = xp oraz prostymi y = 0, x = 0, x = 1
obrócono wokóª osi OX, a potem wokóª osi OY . Po obrocie okazaªo si¦, »e obj¦to±¢ obu bryª
jest taka sama. Znajd¹ wszystkie p ≥ 0, dla których zachodzi ta wªasno±¢.



20. (5pkt.) Okr¡g o promieniu 1 przeci¦to dwoma prostymi równolegªymi, mi¦dzy którymi
odlegªo±¢ wynosi d < 2. Czy dªugo±¢ ªuku okr¦gu znajduj¡cego si¦ mi¦dzy tymi prostymi
zale»y tylko od d? Odpowied¹ uzasadnij.

21. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ ∞
1

dx

x(lnx)2 + 3ln(xx) + 2x

22. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªek

A. (3pkt.) ∫ ∞
0

√
x5 + x

x4 + x
dx

B. (2pkt.) ∫ 1

0

dx
π
4 − arctgx

23. (5pkt.) Znajd¹ szereg Fouriera funkcji f(x) = |x|, gdzie x ∈ (−π, π).

24. (5pkt.) Oblicz sum¦
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

Wskazówka: Skorzystaj z poprzedniego zadania wstawiaj¡c x = 0 do szeregu Fouriera.


