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1. (5pkt.) Oblicz pochodn¡. Za ka»d¡ bezbªedn¡ odpowied¹ otrzymasz 1 punkt.

a)
√
x(ln(x)− x3)

b)
x2 − 3x+ 1

x2 + 7

c) ( 5
√
x+ 2 + 3x)5

d) sin(cosx)

e)
arctg(x)ex

2

(x+ 1)3

2. (5pkt.) Niech f i g b¦d¡ funkcjami rózniczkowalnymi w punkcie a takimi, »e f(a) =
g(a) = 0. Oblicz pochodn¡ w punkcie a nast¦puj¡cych funkcji: fg, f3 + g5, cos(f) cos(g).

3. (5pkt.) Spo±ród rózniczkowalnych funkcji f1, f2, f3 wska» te, których pochodna musi
przyj¡¢ warto±¢ zero w pewnym punkcie, wiedz¡c »e

f1(0) = 2, f1(1) = −4, f1(3) = 8;

f2(0) = 2, f2(1) = −4, f ′2(3) = 8;

f3(0) = 2, f3(1) = −4, f ′3(3) > f3(3).

Odpowied¹ uzasadnij.

4. (5pkt.) Udowodnij, »e | cos(x)− cos(y)| ≤ |x− y|.

5. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
x→0+

√
sin(x) ln(x)

6. (5pkt.) Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji

f(x) =
∣∣eeix∣∣

dla x ∈ [0, 2π]. (Uwaga: i =
√
−1.)

7. (5pkt.)
(4 pkt.) Oblicz przybli»on¡ warto±¢ liczby ln( 12 ) korzystaj¡c z trzech pocz¡tkowych

wyrazów (zerowego, pierwszego i drugiego) szeregu Maclaurina1 funkcji ln(1 − x). Oszacuj
bª¡d przybli»enia na podstawie wzoru Taylora.

(1 pkt.) Z powy»szego wywnioskuj przybli»enie dla ln(2) i oce«, czy jest ono lepsze od
przybli»enia uzyskanego dla ln(2) w oparciu o trzy pocz¡tkowe wyrazy szeregu Maclaurina
funkcji ln(1 + x).

8. (5pkt.) Rozwi« funkcj¦ f(x) = sin(x2) w szereg Maclaurina.

9. (5pkt.)
A. (2pkt.) Oblicz caªk¦∫

x√
1 + x2

dx =

1szereg Maclaurina to szereg Taylora w zerze



B. (3pkt.) Oblicz caªk¦∫
x arctgx dx =

10. (5pkt.)

A. (2pkt.) Udowodnij, »e (ex
2

w(x))′ = ex
2

(2xw(x) + w′(x))

B. (3pkt.) Oblicz caªk¦∫
ex

2

(2x78 + 77x76 + 14x8 + 49x6) dx =

11. (5pkt.) Oblicz caªk¦∫
1

x4 − 1
dx =

12. (5pkt.) Oblicz poni»sz¡ caªk¦ dla wybranej przez siebie warto±ci parametru p ∈ R∫
1

x3 + 6x2 + px+ 54
dx.

13. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ √
e2x − exdx

Wskazówka. Po podstawieniu ex = t sprowad¹ caªk¦ do postaci
∫ √

1− 1
t dt i podstaw

1− 1
t = u2

14. (5pkt.) Oblicz caªk¦ dla wybranego przez siebie parametru p (w podanych ogranicze-
niach)

a) (2 pkt.) Parametr p > 0 ∫
x−pex

p

dx

b) (3 pkt.) Parametr p > 1 ∫
x

1
p ex

p

dx

15. (5pkt.) Oblicz pole elipsy ograniczonej krzyw¡ o równaniu

x2

a2
+
y2

b2
= 1

16. (5pkt.) Oblicz caªk¦

a) (2 pkt.)

∫ π

0

cos(x) esin
2(x)dx =

b) (3 pkt.)

∫ π

0

cos(x)

x2 − πx+ π2
dx =



17. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

n∑
k=1

k3 + kn2 + n3

k4 + 2k2n2 + 4kn3 + n4

18. (5pkt.) Udowodnij, »e

a) (2 pkt.)
1 + 4
√
e

2
≤
∫ 1

0

ex
2

dx

b) (3 pkt.)

∫ 1

0

ex
2

dx ≤ e− 1

19. (5pkt.) Asteroida to krzywa zadana równaniem x
2
3 + y

2
3 = 1, która w przybli»eniu

wygl¡da tak: �. Oblicz obwód asteroidy.

20. (5pkt.) Oblicz obj¦to±¢ bryªy powstaªej w wyniku obrotu asteroidy wokóª osi OY.
Wskazówka: Wykorzystaj symetri¦ asteroidy.

21. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ ∞
−∞

dx

ex + 3e−x + 4

22. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªek

A. (3pkt.) ∫ ∞
0

x2 + 3
√
x√

x5 + x
dx

B. (2pkt.) ∫ e

0

dx

1− ln(x)

23. (5pkt.) Znajd¹ szereg Fouriera funkcji f(x) = x2, gdzie x ∈ (−π, π).

24. (5pkt.) Oblicz sum¦
∞∑
n=1

(−1)n

n2

Wskazówka: Skorzystaj z poprzedniego zadania wstawiaj¡c odpowiedni punkt do
szeregu Fouriera.


