Kolokwia A2/Z.Rzeszotnik/2013

1. (5pkt.)Oblicz pochodna. Za kazda bezbledna odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

a) (log,5)" =

b) ( 2% + sin(z) )’ _

x® + 7 cos(x)
o) (Vz+4+ 5w)3)/ -
d) (\/ac2 T lln(2? + 1))’ -

In(z) evV® / B
e> ((1)) -

2. (5pkt.)
a) (2pkt.) Niech g bedzie funkcja odwrotna do funkeji f, tzn. taka, ze f(g(z)) = =.
Korzystajac ze wzoru na pochodng zlozenia funkcji wyprowadz wzor ¢'(z) = 7 (ql(w)).

b) (2pkt.) Oblicz pochodna funkcji arctg(z).

c) (1pkt.) Znajdz wielomian w stopnia drugiego taki, ze (arctg(z)) =

w(z)

3. (5pkt.) Sposréd rozniczkowalnych funkcji f1, fo, f3 wskaz te, dla ktérych musza istniec
punkty a oraz b takie, ze f;(a) = f/(b) wiedzac, ze

7

f1(0)=2, fi(2)=6;
£00)=2, fo(1)=-4, f(3)=38;
fi(z) <1 dla zeR.
Odpowiedz uzasadnij dowodem lub przykladem.

4. (5pkt.) Niech f bedzie funkcja rozniczkowalng na prostej rzeczywistej taka, ze f(0) = 0,
f(1)=1oraz f'(z) <1dlaz € [0,1]. Udowodnij, ze f(z) =z dla z € [0, 1].

5. (5pkt.) Oblicz granice. Za kazda bezbledna odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

sin(2x)

a) lim =

x—0 xT

6. (5pkt.) Znajdz najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funkeji

flx)=]e"+1- 2i|2



dla z € [0,27]. (Uwaga: i = /—1.)
7. (5pkt.) Oblicz przyblizong wartoéé liczby /7 korzystajac z trzech poczatkowych wyrazow

(zerowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacuj btad
przyblizenia na podstawie wzoru Taylora.

8. (5pkt.) Rozwin podang funkcje w szereg Maclaurina.
A. (3pkt.) f(z) = 22 cos(z?)

B. (2pkt.) f(x) = arctg(x)
Wskazéwka. Rozwin f’ i “usuii pochodna”.

9. (5pkt.)
A. (2pkt.) Oblicz catke

1
7d =
/x2+5x+4 *

B. (3pkt.) Oblicz catke

sinx
/ dr =
eCC

10. (5pkt.)

A. (2pkt.) Oblicz catke. (Wskazowka: cos?z = 1 — sin® z)

/C083 rdr =

B. (3pkt.) Oblicz calke. (Wskazowka: cos? z = H‘#s(%))

/cos4 rdr =

11. (5pkt.)
A. (2 pkt.) Oblicz ponizsza calke dla wybranej przez siebie wartosci parametru p € R

/ S5zt + pa® + 1
dx.

2 —rtt+r—1
B. (3pkt.) Oblicz catke.

——————dx.
B+ +r+1

12. (5pkt.)

A. (2 pkt.) Oblicz ponizsza calke dla wybranej przez siebie wartosci parametru p € R

/ ot +pad +1
—_—dx =
x—at+r-1

B. (3pkt.) Oblicz catke. (Wskazdéwka: cosinus to przesuniety sinus)

1
/ dr =
CoS T




13. (5pkt.) Oblicz ponizsza catke poprzez konstrukcje odpowiedniego ciaggu podzialow
dziedziny oraz obliczenie granicy ciagu sum Riemanna (4pkt.). Sprawdz swoja odpowiedz
obliczajac ta catke w standardowy sposob (1pkt.).

2
/ 27 dx
1

14. (5pkt.) Oblicz calki

A. (2 pkt.)

3
/1 (@@ —1)3 —2)dz =
B. (3 pkt.)

1
/ rlarctg|r| dr =

-1

15. (5pkt.) Udowodnij, ze
T < / BT e < 2.
2 _x T

ENE]

Dolne oszacowanie (latwe) 2pkt. Gorne (nie takie trudne) 3pkt.

Przypomnienie: sinz <z <tgr dlaz € [0, 7]

16. (5pkt.) Oblicz granice
2n

n%(k —n)?
i -~ 7
R0 kZ:O (k — n)® — 64nb

17. (5pkt.) Asteroida to krzywa zadana réwnaniem 23 +y3 = 1, ktéra w przyblizeniu
wyglada tak: ¢. Oblicz objetosé bryty powstalej w wyniku obrotu asteroidy wokoét osi OY.
Wskazowka: Wykorzystaj symetrie asteroidy.

18. (5pkt.) Oblicz pole powierzchni brylty obrotowej otrzymanej przez obrét funkeji f(z) =
e” wokol osi OX dla 2 pomiedzy 0 oraz In(sinh 1).
Przypomnienie: Wzor na pole powierzchni bryty obrotowej otrzymanej przez obrot funkeji

f wokot osi OX dla = € [a,b] to P = 2r [ |f()|v/1+ (f'(x))2da.

/°° dt
o t3+1

19. (5pkt.) Oblicz catke

20. (5pkt.) Zbadaj zbieznos¢ calek

A. (3pkt.)
o0 4 2
Vzt+a®
0o Vztat
B. (2pkt.)

| i

21. (5pkt.) Oblicz sume

o0

1
ZO 4n(2n 4 1)



22. (5pkt.) Zbadaj zbieznosé¢ jednostajna szeregu funkcyjnego

dla z € [0, 1].
23. (5pkt.) Znajdz szereg Fouriera funkcji f(x) = (7 — |z|), gdzie z € (—m, ).
Uwaga: Jesli dobrze policzysz calki, to powinno wyjsé f(z) = 2377, Sm(mfk 1)13)“’)

24. (5pkt.)

a) (3pkt.) Korzystajac z rownosci Parsevala oraz uwagi do poprzedniego zadania oblicz

> 1
; (2k —1)6

b) (2pkt.) Korzystajac z czesci a) oraz prostego triku (parzyste, nieparzyste) oblicz

o0
1
2



