
Kolokwia A2/Z.Rzeszotnik/2014

1. (5pkt.)Oblicz pochodn¡. Za ka»d¡ bezbªedn¡ odpowied¹ otrzymasz 1 punkt.
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2. (5pkt.)
a) (2pkt.) Niech g b¦dzie funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji f , tzn. tak¡, »e f(g(x)) = x.

Korzystaj¡c ze wzoru na pochodn¡ zªo»enia funkcji wyprowad¹ wzór g′(x) = 1
f ′(g(x)) .

b) (3pkt.) Korzystaj¡c ze wzoru (ln(x))′ = 1
x udowodnij, »e (ex)′ = ex.

3. (5pkt.) (W poni»szym zadaniu udziel odpowiedzi TAK lub NIE oraz podaj krótkie
uzasadnienie np. wzór lub szkic funkcji, albo argument). Czy istnieje funkcja ró»niczkowalna
f : R→ R taka, »e f(−1) = f(1) = 1, f(0) = 0 oraz

a) f ′(0) = 0?

b) f ′(0) = 2014?

c) f ′(0) = f ′(1)?

d) ∀x ∈ R f ′(x) 6= e
π ?

e) ∀x ∈ R |f ′(x)| ≤ 1?

4. (5pkt.) Udowodnij, »e arctg(x) < x dla x > 0 (4pkt.) oraz wywnioskuj, »e x < tgx dla
x ∈ (0, π2 ) (1pkt).

Wsk. Lagrange (spróbuj tak samo jak z | sin(x)− sin(y)| ≤ |x− y|)

5. (5pkt.) Oblicz granic¦. Za ka»d¡ bezbª¦dn¡ odpowied¹ otrzymasz 1 punkt.

a) lim
x→0

arctg(x)
sin(x)

=

b) lim
x→0

tg(x)
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=

c) lim
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xe
1
x =

d) lim
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=
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=



6. (5pkt.) Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji

f(x) = 3arctg(x)− ln(x)

dla x ∈ [1, 2].

7. (5pkt.) Oblicz przybli»on¡ warto±¢ liczby cos( 12 ) korzystaj¡c z trzech pocz¡tkowych
wyrazów (zerowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacuj
bª¡d przybli»enia na podstawie wzoru Taylora.

8. (5pkt.) Znajd¹ szereg Maclaurina (czyli szereg
∑∞
n=0

f(n)(0)
n! xn) funkcji

f(x) =
1√
1− x

Wskazówka. Nie kombinuj, tylko znajd¹ wzór na n-t¡ pochodn¡ f , potem oblicz f (n)(0) i
podstaw do wzoru.

9. (5pkt.)
A. (2pkt.) Oblicz caªk¦∫

1

x2 + 2
dx =

B. (3pkt.) Oblicz caªk¦∫
cos( 3
√
x) dx =

10. (5pkt.)

A. (2pkt.) Oblicz caªk¦.
∫
x arctg(x2 + 1) dx =

B. (3pkt.) Oblicz caªk¦.
∫

x2

x6 + 1
dx =

11. (5pkt.)

A. (2 pkt.) Oblicz caªk¦ ∫
1

ex + 1
dx =

B. (3pkt.) Oblicz caªk¦. ∫
1

x3 + x2
dx =

12. (5pkt.)

A. (2 pkt.) Oblicz poni»sz¡ caªk¦ dla wybranej przez siebie warto±ci parametru p ∈ R∫
xp − p
x5 − 4x

dx =

B. (3pkt.) Oblicz poni»sz¡ caªk¦ dla wybranej przez siebie warto±ci parametru p ≤ 4.



∫
xp

x9 − 1
dx =

13. (5pkt.) Oblicz poni»sz¡ caªk¦ poprzez konstrukcj¦ odpowiedniego ci¡gu podziaªów
dziedziny oraz obliczenie granicy ci¡gu sum Riemanna (4pkt.). Sprawd¹ swoj¡ odpowied¹
obliczaj¡c t¡ caªk¦ w standardowy sposób (1pkt.).∫ 2

1

1

x2
dx [Wsk. pk = 2

k
n , Cn =

∑n−1
k=0(pk+1 − pk)f(pk)]

14. (5pkt.)
A. (2 pkt.) Oblicz caªk¦. [Wsk. cos(π2 − α) = . . . ]

∫ 2

−2
cos

(
π

2
− arctg(x)

)
dx =

B. (3 pkt.) Udowodnij poni»sze równanie.∫ 1

0

earctgx−
π
4 x

x2 + 1
dx =

π

4

∫ 1

0

earctgx−
π
4 xdx

[Wsk.
∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
g(x)dx ⇐⇒

∫ b
a
f(x)− g(x)dx = 0.]

15. (5pkt.) Udowodnij, »e

2 ≤
∫ π

3

−π3

1

cos(x)
dx ≤ π.

Dolne oszacowanie 2pkt (wsk. prostok¡t). Górne 3pkt (wsk. trapez).

16. (5pkt.) Oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n

1 + 2n+ 5n2
+

n

4 + 4n+ 5n2
+

n

9 + 6n+ 5n2
+ · · ·+ n

8n2

)

17. (5pkt.)
a) (2pkt.) Wyprowad¹ wzór na obj¦to±¢ kuli o promieniu r.

b) (2pkt.) Wyprowad¹ wzór na pole powierzchni kuli o promieniu r.

c) (1pkt.) W jaki sposób pochodna ª¡czy oba powy»sze wzory?

18. (5pkt.) (�wi¡teczna aureolka) Oblicz pole powierzchni aureoli otrzymanej w wyniku
obrotu obszaru (x− 2)2 + y2 = 1 wokóª osi OY .
Wsk: Aureolk¦ zast¡p oponk¡ powstaj¡c¡ w wyniku obrotu obszaru x2+(y− 2)2 = 1 wokóª
osi OX. Podziel ten obszar na póª i oblicz dwie caªki korzystaj¡c z tego, »e

∫
dx√
1−x2

=

arcsin(x).
Przypomnienie: Wzór na pole powierzchni bryªy obrotowej otrzymanej przez obrót wykresu
funkcji f wokóª osi OX dla x ∈ [a, b] to P = 2π

∫ b
a
|f(x)|

√
1 + (f ′(x))2dx.

19. (5pkt.) Oblicz caªk¦ ∫ ∞
0

dt

t3 + 3t2 + 4t+ 2

20. (5pkt.) Zbadaj zbie»no±¢ caªek

A. (3pkt.) ∫ ∞
0

xe + xπ

x3 + x4
dx



B. (2pkt.) ∫ 1

0

ln(x+ 1)

x
dx

21. (5pkt.) Znajd¹ szereg Fouriera funkcji f(x) = x2, gdzie x ∈ (−π, π).

22. (5pkt.) Oblicz
∞∑
n=1

1

n4

Wsk. korzystaj¡c z poprzedniego zadania oraz równo±ci Parsevala.

23. (5pkt.) Oblicz sum¦ szeregu
∞∑
n=1

sin(nx)

n3

Uwaga: Za poprawne uzasadnienie swych oblicze« uzyskasz ekstra bonus = 1pkt.

Wsk. Wykorzystaj fakt z wykªadu:
∑∞
n=1

cos(nx)
n2 = x2

4 −
πx
2 + π2

6 dla x ∈ [0, 2π].

24. (5pkt.) Oblicz sum¦ szeregu
∞∑
k=1

(−1)k+1

(2k − 1)3

Wsk. Wykorzystaj poprzednie zadanie (wstaw co± m¡drego za x :)


