
ANALIZA MATEMATYCZNA A2 Wyk lad: Z. Rzeszotnik

Zadanie 1. (5 pkt)
Oblicz pochodna funkcji

f(x) =
esin(1−x)

x3 + 2πx

Zadanie 2. (5 pkt)
Dla ustalonego a ∈ (0, 1) oblicz granice

lim
x→0

sin x

xa

Zadanie 3. (5 pkt)
O funkcji f wiadomo, że jest różniczkowalna (w sposób cia̧g ly) na prostej rzeczy-

wistej oraz, że f(1) ≤ f(0) ≤ f(2). Czy z tego wynika już, że pochodna funkcji f
musi siȩ zerować w jakimś punkcie? Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 4. (5 pkt)
Niech f bȩdzie taka̧ funkcja̧, że f ′(x) ≥ L > 0 dla wszystkich x rzeczywistych.

Udowodnij, że wówczas dla x ≥ 0

f(x) ≥ Lx + f(0)

i wywnioskuj sta̧d, iż
lim

x→∞
f(x) = ∞.

Zadanie 5. (5 pkt)
Znajdź maksimum i minimum funkcji

f(x) = |eix + 1|
dla x ∈ [0, 2π].

Zadanie 6. (5 pkt)
Oblicz wartość π w warunkach bojowych. Wyobraź sobie, że stoisz na

biegunie pó lnocnym kuli o promieniu 1. Twoim zadaniem jest narysowanie wokó l
siebie okrȩgu o promieniu R, a nastȩpnie zmierzenie jego obwodu O. Robisz to po to,
aby wyznaczyć wartość pi, która̧ standardowo definiujesz jako O

2R . Problem polega
na tym, że jesteś bardzo ma la̧ istota̧ i myślisz, że powierzchnia na której stoisz jest
p laska (w sumie, jest to popularne z ludzenie na Ziemi). Tak wiȩc swój okra̧g wokó l
bieguna pó lnocnego rysujesz przy pomocy cyrkla sznurkowego używaja̧c sznurka o
d lugości R < 2. Jaka jest wartość pi ?

Odpowiedź. Wartość pi w warunkach bojowych wynosi . . .
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Zadanie 7. (5 pkt)
Znajdź punkty przegiȩcia funkcji

f(x) = |2eix + e2ix|2

dla x ∈ R.

Zadanie 8. (5 pkt)
Oblicz wartość n-tej pochodnej w punkcie zero, czyli f (n)(0), dla funkcji

f(x) = xex.

Zadanie 9. (5 pkt)
Rozwiń funkcjȩ f(x) = ex−1

x w szereg potȩgowy, tzn. znajdź szereg potȩgowy∑
anxn taki, że f(x) =

∑∞
n=0 anxn.

Zadanie 10. (5 pkt)
Oblicz ca lkȩ ∫

ex(sin x − cos x)dx

Zadanie 11. (5 pkt)
A. (2 pkt) Oblicz ca lkȩ ∫

1
(x2 + 1) arctan x

dx

B. (2 pkt) Oblicz ca lkȩ ∫
1

x2 + x − 12
dx

Zadanie 12. (5 pkt)
A. (3 pkt). Oblicz ca lkȩ ∫

ln(x2 + 1)dx

B. (3 pkt). Oblicz ca lkȩ ∫
x5 sin(x3)dx
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Zadanie 13. (5 pkt)
Oblicz ca lkȩ ∫

e2x − 1
e3x − 1

dx

Zadanie 14. (5 pkt)
Oblicz ca lkȩ ∫

xn

x120 − 1
dx,

gdzie n jest dowolnie wybrana̧ przez Ciebie liczba̧ naturalna̧, spe lniaja̧ca̧ nierówność
60 ≤ n ≤ 100.

Zadanie 15. (5 pkt)
Oblicz ca lkȩ oznaczona̧ ∫ 1

0

sin(2πx)
ex

dx

Zadanie 16. (5 pkt)
Korzystaja̧c z twierdzenia, że funkcja cia̧g la osia̧ga swoje maksimum na prze-

dziale domkniȩtym, udowodnij, że dla funkcji f cia̧g lej na prostej rzeczywistej mamy

lim
h→0

M(h) = f(a),

gdzie M(h) oznacza maksimum funkcji f na przedziale domkniȩtym [a, a + h].

Zadanie 17. (5 pkt)
Udowodnij, że

13
12

<

∫ 4

1

1
x

dx <
11
6

Zadanie 18. (5 pkt)
Oblicz granicȩ

lim
n→∞

(
n

4n2 + (n + 1)2
+

n

4n2 + (n + 2)2
+

n

4n2 + (n + 3)2
+ · · · +

n

40n2

)

Zadanie 19. (5 pkt)
Oblicz ca lkȩ nieoznaczona̧∫

1
x3 − 6x2 + 11x − 6

dx
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Zadanie 20. (5 pkt)
Znajdź funkcjȩ F , taka̧ że F ( 1

e ) = 1, F (e) = 2 oraz F ′(x) = 1
x ln x dla x > 0

Zadanie 21. (5 pkt)
Od pomarańczy w kszta lcie kuli o promieniu R odkrojono równolegle oba końce

tak, aby ukaza l siȩ mia̧ższ bȩda̧cy koncentrycznie u lożona̧ kula̧ o promieniu r. Po-
zosta la̧ czȩść pomarańczy pokrojono równolegle na plastry o grubości d. Oblicz
objȩtość skórki pomarańczowej w każdym plastrze, przyjmuja̧c że skórka to ta czȩść
pomarańczy, która powstaje przez usuniȩcie z kuli o promieniu R jej mia̧ższu, czyli
kuli wewnȩtrznej o promieniu r.

Zadanie 22. (5 pkt)
Spróbuj, najlepiej jak potrafisz, postarać siȩ obliczyć ca lkȩ∫ √

1 + x2 dx

Zadanie 23. (5 pkt)
Zbadaj zbieżność ca lki niew laściwej∫ ∞

0

x3 + x√
x9 + x3

dx

Zadanie 24. (5 pkt)
Zbadaj zbieżność ca lki niew laściwej∫ ∞

0

x sin2 x√
ex − 1

dx


