Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.

Cwiczenia tydziesi 1: zad. 1-23 Kolokwium nr 1, 08.03.2010: material z zad. 1-23

1. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

1+4+9+16+...+n* = nnt J@n+1)
= : :

2. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
B+25 433+ +nP=14+2+3+...4+n)2.

3. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi rownosé
1 1 1 1 1

S S
2+6+12+ +(n—1)-n n

4. Dowiedé, ze 6™ — 1 dzieli sie przez 5, dla kazdej liczby naturalnej n.

5. Niech a; = 1 oraz a,41 = 2a, + 1 dla n naturalnych. Znajdz wzér na a,, i udowodnij
go indukcyjnie.

6. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n oraz dowolnej liczby a > 0 zachodzi nieréw-
noscé
(I14+a)"* > 1+ na.

7. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé 10n < 2™ 4 25 .

8. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
2n —1
4

142-3+3-3244-33+5.3*+...4+n-3" 1> 3",

9. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
9 (3n)! - N 2.(3"-nl)® .

W miejsce kropek wstawi¢ jeden ze znakéw: >, <, =, >, <.

Oznaczenia:

n
§ Qi = Am + 41 + AGpi2 + Cpg3 + .o+ ap_1 +ay
i=m
n
H aj = Om * Gm41 " Am42 * Gm43 - -« Ap—1 * Qn
i=m

Obliczy¢ wartosci wyrazen:

5 4 10 10 5 2010
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15. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych k oraz N < M
M M—k
Sa= Y a
n=N n=N—k



Zapamietaj:

n!l=1-2-3...-n ale 0'=1

n n!
=—— dl <
(k> R gy A ksn

(a+b)" = Zn: <Z> akpn=k

k=0

16. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé (>") < 4™.
Wskazéwka: (1 +1)2"

17. Dowiesé, ze
n n n+1
+ = .
() (3) = Gi)
18. Wskaza¢ taka liczbe x, ze dla dowolnych liczb naturalnych n i k& prawdziwa jest
réwnosc
n taz n + n _(n+2
k kE+1 k+2) \k+2)°
19. Uporzadkowaé rosnaco nastepujace liczby:
100 100 100 100 100 100
7 ) 27 )7 47 )’ 57 ) )’ 97 )
20. Dowiesé, ze dla kazdego n > 2 zachodzi réwnosé
2 n 3 n 4 - n\ (n+1
2 2 2) 7 \2) 3 /)~

21. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé (*") < 77.

22. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1), oraz ze dla dowolnego n > 6
zachodzi implikacja T'(n) = T'(n + 2). Czy mozna stad wnioskowad, ze

a) prawdziwe jest 7°(10),

b) prawdziwe jest T'(11),

c) prawdziwa jest implikacja T'(7) = T(13),

d) prawdziwa jest implikacja T'(3) = T'(1),
e) prawdziwa jest implikacja T(1) = T'(3).

23. O zdaniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe sa T'(1) i T'(100), oraz ze dla dowolnego
n > 10 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n — 1). Czy mozna stad wnioskowaé, ze
a) prawdziwe jest T'(9),
prawdziwe jest 7'(10),
prawdziwa jest implikacja T'

b)
c) 50) = T'(30),
d) prawdziwa jest implikacja T
e)
f)

300) = T'(200),
30) = T(50),
200) = 7'(300).

P

prawdziwa jest implikacja T'
prawdziwa jest implikacja T
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