Pochodna: Twierdzenie Rolle’a i Twierdzenie Lagrange’a.
392. Przyporzadkowaé nastepujacym twierdzeniom podane nizej warunki oraz powiedzie¢,
co méwi warunek nieprzyporzadkowany zadnemu twierdzeniu.

(i) Wlasno$é Darboux funkcji ciaglych: Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b],
to

(i) Wlasno$é Darboux pochodnej funkcji: Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na
przedziale [a, b], przy czym w punktach a i b istnieja odpowiednie pochodne jednostronne, to
(iii) Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b] i rozniczkowalna
na przedziale (a,b), a ponadto f(a) = f(b), to

(iv) Twierdzenie Lagrange’a (o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego): Jezeli
funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b] i rozniczkowalna na przedziale (a,b), to

(4) v 3 flla+tb—a))=f'(a)+s(f'(b) - f'(a))
s€(0,1) t€(0,1)

(5) 3 f(b)=f(a) +(b—a)f'(a+tb-a))

t€(0,1)

(6) v 3 fla+tb—a)) = f(a) +s(f(b) — f(a))
s€(0,1) te(0,1)

(7) v 3 fla+tb—a)) = fla)+s(f(b) = f(a))
te(0,1) s€(0,1)

(8) 3 fllat+tlb—a)=0

te(0,1)

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz wtasno§é Darboux
funkcji ciagtych (przypomnienie: funkcja rozniczkowalna jest ciagta).

393. Funkcje f1, fo, f3, ..., fi2 sa okreslone i rézniczkowalne na calej prostej rzeczy-
wistej, a ich pochodne sad ciqgle. Ponadto

f13) =1, f1(5) =

f2(0) =3, f2(4) =

f3(=5) =0, f3(15) = 10

ﬁ@zlvh@

f5(0) =0, @%JOVEU¢

f6(0) = 7Vﬁ@

f2(3) =5, V fi(z) =

fs(=2) = 0 fs(o) 10, f8(3) =4,

fo(=1) =0, fo(1) =100, f4(3)= 40,

fro(1) = =5, fio(11) =5, ¥ 0< fig(z) <

f11(0) =0, f11(100) = 0, V —1< fli(z ) < 2,

Fia(—100) = —100, f12(100) = 100, ¥ —100 < fo(x) < 100,

A) Dowies¢, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
filz) #0
B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek

3 file) =~
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C) Dowies¢, ze dla co najmniej siedmiu funkcji f; zachodzi warunek
fi(0) #1
D) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek
fi(99) >0
E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkcji f; zachodzi warunek
3 file) =5
F) Dowies¢, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
3 file) =44

G) Dowies¢, ze dla co najmniej trzech funkeji f; zachodzi warunek

1
/ —_— -
%| file) = 5
H) Dowies¢, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(1) #8
I) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkcji f; zachodzi warunek
3 fi(c) =13
c

J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=fild) =7
c#d
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi warunek

3 file) = fi(d)
c,d

Pochodna funkcji - zastosowania.
Znajdowanie najmniejszej i najwiekszej
warto$ci funkcji na przedziale domknietym.
Regula de ’Hospitala.

394. Rozwazamy graniastostupy prawidlowe o podstawie tréjkatnej i objetosci 1. Ktoéry
7z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej?

395. Potrzebna jest kadz w ksztalcie walca, otwarta u gory, ktorej dno i bok wykonane
sa z tego samego materialu. Kadz ma mieé¢ pojemnos$¢ 257 hektolitréow. Jaki powinien by¢
stosunek $rednicy dna do wysokosci kadzi, aby do jej wykonania potrzeba bylo jak najmniej
materiatu?

Znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji okreslonej podanym wzorem w podanym
przedziale
396. 22+ 22+ 21, [-2,7] 397. |22 — 1|+ 3z, [-2,2]

398. |z + 1| + 2%, [-10,10] 399. [10x — 1| + 23 , [0,1]
400. Inz — %5 , [1,€*]  401. |sinz|+ % , [0, 2]
402. z'/* | [2,4] 403. 3sinx +sin3z , [0, 27]

Obliczy¢ granice

.1 , 1 . et —e’ "
404. lim — — — 405. lim z= 406. lim ——

z—0 21 Sin T T—00 x—0 Sin x

. 2cosx—ax%—2 . . . Inz
407. lim ———  408. lim ze 409. lim —

x—0 rsmax — IQ T —00 r—o00 I
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x

et —1 e —e er —1—x

410. lim 411. lim 412. lim 5
x—0 €T x—0 x x—0 x
1 Inz —z 41 In(l
413, lim ™ 4140 G PP gy g 2000)
z—=1lx—1 z—1 (:L’ — 1)2 z—e T —e
4 T _ Y
416. lim = 417. lim =
z—oo T =2 1 — 2
418. Niech )
1 2 xT _ x
T T dla w0
flx) = r :
A dla z=0

Dla ktorej warto$ci parametru A istnieje f/(0) i ile jest rowna?

2
e’ —1

419. Niech f(z) = { €OST — 1
A dla z=0

dla 2 #£0

Dla ktorego A istnieje f/(0) i ile wynosi?

372—71'2

420. Niech f(z) ={ sinz
Ay dla x=km, keZ
Dla ktorych Ay (k € Z) istnieja f/(kn) i ile wynosza?

dla z & {kmkeZ}

sinx — 1

421. Niech f(z) = cos?
Ay da x=kr+3, keZ
Dla ktorych Ay (k € Z) istnieja f'(km 4 5) i ile wynosza?

dla z ¢ {kr+ 5;k € Z}

z(z —1)(x — 2)(z —3)

422. Niech f(z) = sin(mz)
22 -2z dla z€Z

Obliczy¢ f'(x) dla tych = € Z, dla ktorych istnieje.

dla z¢7Z

e™ —1

dla z#0
423. Niech f(z) = .

1 dla =0
Obliczyé f(0).
cos(mzx) + 1
424. Niech f(z) = sin(r)

3 —x dla ze€Z

dla z¢7Z

Obliczyé¢ f'(x) dla tych = € Z, dla ktorych istnieje.
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425. Niech

3z _ T 2
ik e s PR
f(x) = r :
A dla =0

Dla ktorego A istnieje f'(0) i ile wynosi?

426. Niech T bedzie zbiorem wszystkich funkcji rozniczkowalnych f : R — R spelniajg-
cych warunki

f@3)=7
2< f'(z) <3 dlakazdego xz€R.

W kazdym z zadain A-F podaj odpowiedni kres zbioru.
Za podanie poprawnych odpowiedzi w n zadaniach otrzymasz max(0, n—1) punktow.

A, sup{f(6): feE T}

C. sup{f(2): feET =i

D. inf{f(1): feTl=riiiiiiiiiiien,
E. sup{f(9) — f(4): feET =i,

F. inf{f(7) — £(0) : £ € Th oo

427. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji
2 2 1
fl@)=a"+2—\/z +x+i
. 2 1 ) . - .
na przedziale —3 1 oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

428. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkeji
f(z) =2 —4y/x +Inz
1
na przedziale [2, 2} oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

429. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji

f(z) = =3z + (2* — 6z +9)3/2

na przedziale [1, 5] oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.
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