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Kryteria zbie»no±ci szeregów o wyrazach zespolonych

Warunek konieczny zbie»no±ci

Je»eli zn nie d¡»y do 0, to szereg
∞∑

n=1
zn jest rozbie»ny.

Zbie»no±¢ bezwzgl¦dna

Je»eli
∞∑

n=1
|zn| <∞, to szereg

∞∑
n=1

zn jest zbie»ny.

Kryterium d'Alemberta

Je»eli lim
n→∞

∣∣∣ zn+1

zn

∣∣∣ < 1, to szereg
∞∑

n=1
zn jest zbie»ny.

Je»eli lim
n→∞

∣∣∣ zn+1

zn

∣∣∣ > 1, to szereg
∞∑

n=1
zn jest rozbie»ny, a co wi¦cej

lim
n→∞

|zn| = +∞.

Kryterium Cauchy'ego

Je»eli lim
n→∞

n
√
|zn| < 1, to szereg

∞∑
n=1

zn jest zbie»ny.

Je»eli lim
n→∞

n
√
|zn| > 1, to szereg

∞∑
n=1

zn jest rozbie»ny, a co wi¦cej

lim
n→∞

|zn| = +∞.

Uogólnienie kryterium o szeregach naprzemiennych

Je»eli ci¡g (an) jest zbie»nym do zera nierosn¡cym ci¡giem liczb rzeczywistych dodatnich,

to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, »e |z| = 1 oraz z 6= 1, szereg
∞∑

n=1
anz

n jest zbie»ny.

Powy»sze jest prawd¡ tak»e dla |z| < 1, ale wówczas na ogóª stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria

Je»eli szeregi
∞∑

n=1
zn i

∞∑
n=1

yn s¡ zbie»ne, to szeregi
∞∑

n=1
(zn ± yn) s¡ zbie»ne i wówczas

∞∑
n=1

(zn ± yn) =

∞∑
n=1

zn ±
∞∑

n=1

yn .

Je»eli szereg
∞∑

n=1
zn jest zbie»ny, a szereg

∞∑
n=1

yn jest rozbie»ny, to szeregi
∞∑

n=1
(zn ± yn) s¡

rozbie»ne.

Dla dowolnej liczby zespolonej c 6= 0 szereg
∞∑

n=1
czn jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy

zbie»ny jest szereg
∞∑

n=1
zn. Je±li oba szeregi s¡ zbie»ne, to

∞∑
n=1

czn = c

∞∑
n=1

zn .
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Zbie»no±¢ szeregu nie zale»y od zmiany lub pomini¦cia sko«czenie wielu pocz¡tkowych

wyrazów.

Szereg
∞∑

n=1
zn jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»ne s¡ jednocze±nie szeregi

∞∑
n=1

Rezn

oraz
∞∑

n=1
Imzn. Je±li podane szeregi s¡ zbie»ne, to

∞∑
n=1

zn =

∞∑
n=1

Rezn + i

∞∑
n=1

Imzn .

Obszar zbie»no±ci szeregu pot¦gowego jest koªem o ±rodku w zerze i promieniu R ∈
[0,+∞], zwanym promieniem zbie»no±ci szeregu. Przy R = 0 koªo zbie»no±ci degeneruje si¦

do punktu 0, przy R = +∞ obszarem zbie»no±ci jest caªa pªaszczyzna zespolona.

Na okr¦gu b¦d¡cym brzegiem koªa zbie»no±ci szereg pot¦gowy mo»e by¢ zbie»ny w cz¦sci

punktów, a w cz¦±ci rozbie»ny.

Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

366.

∞∑
n=1

1

n2 + in+ 1
367.

∞∑
n=1

n

n3 + i
368.

∞∑
n=1

n

n2 + i
369.

∞∑
n=1

n+ i

n2 + i

370.

∞∑
n=1

n

n2 + i
371.

∞∑
n=1

n2 + i

n4 − i
372.

∞∑
n=1

in

n
373.

∞∑
n=1

1

(1− i)n

Wyznaczy¢ obszary zbie»no±ci zespolonych szeregów pot¦gowych:

374.

∞∑
n=0

2nzn 375.

∞∑
n=1

8zn

n2
376.

∞∑
n=1

nzn 377.

∞∑
n=0

n!zn
2

378.

∞∑
n=1

z6n

n

379.

∞∑
n=1

nzn

n3 + i
380.

∞∑
n=1

n5zn

n4 + i
381.

∞∑
n=1

zn

n!
382.

∞∑
n=1

(ln(n)z)n 383.

∞∑
n=1

(iz)n

n
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