
3. Pochodne wy»szego rz¦du.
Wzór Taylora.

Wypukªo±¢ funkcji.

Obliczy¢ pochodn¡ rz¦du 2 funkcji zmiennej x danej wzorem

430. (x+ 1)6 431. x6 − 4x3 + 4 432.
1

1− x
433. x3lnx 434. e2x−1

435. cosx 436. (x2 + 1)3 437. ex
2

438. ln(x2) 439. (x− 7)50

Wyprowadzi¢ wzór na pochodn¡ rz¦du n funkcji zmiennej x danej wzorem

440. ln(1− x) 441. lnx 442.
√
x 443. sinx 444. cosx 445.

1 + x

1− x

446. xex 447. x7 448. e4x 449. x+
1

x
450.

1

1− x2
451. sin2 x

452. Dowie±¢, »e (f(x)g(x))(n) =
n∑

k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x) .

Obliczy¢ przybli»one warto±ci nast¦puj¡cych liczb korzystaj¡c z trzech wyrazów (ze-
rowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacowa¢ bª¡d
przybli»enia na podstawie wzoru Taylora.

453.
√
24 454. 4

√
e 455.

3
√
126 456.

7
√
126

Znale¹¢ punkty przegi¦cia i przedziaªy wypukªo±ci funkcji danych wzorami:

457. x3 + 2x2 + 3x+ 4 458. x8 − x2 + 7x− 15 459. e−x
2

460. sin4 x 461.
√
x− lnx 462. x4 + 4

√
x

Porównaj dane liczby:

463. sin(1) + sin(3) i 2 sin(2) 464. sin(4) + sin(6) i 2 sin(5) 465. 2 · 917 + 1217 i 3 · 1017

466. arctg(2)+arctg(4) i 2arctg(3) 467. arctg(100)+2arctg(103)+3arctg(106) i 6arctg(104)

ZADANIA DODATKOWE:

468. Udowodnij, »e je±li f jest dwukrotnie ró»niczkowalna, to

f ′′(x) = lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

469. Wyprowadzi¢ wzór na pochodn¡ rz¦du 2017 funkcji

f(x) = ex sin
(
x
√
3
)

.

Otrzymany wzór powinien mie¢ prost¡ posta¢, nie zawieraj¡c¡ »adnego ze znaków "
∑

", "+",

"−".

470. Niech

f(x) =


e2x − ex

x
dla x 6= 0

A dla x = 0

.

a) Dla której warto±ci parametru A istnieje f ′(0) i ile jest równa?

b) Dla tej samej warto±ci parametru A wyznaczy¢ f ′′(0).
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471. Udowodnij, »e je±li ∀x ∈ R f ′(x) = 0, to f jest funkcj¡ staª¡.

472. Udowodnij, »e je±li ∀x ∈ R f ′(x) = 1, to f(x) = x + C, gdzie C ∈ R jest pewn¡

staª¡.

473. Udowodnij, »e je±li f jest funkcj¡ dodatni¡ i ∀x ∈ R f ′(x) = f(x), to f(x) = Aex,

gdzie A ∈ R jest pewn¡ staª¡ dodatni¡.

474. Funkcja f : (0, +∞)→ R jest dwukrotnie ró»niczkowalna oraz speªnia warunki

f(1) = f(2) = 0

f ′′(x) =
1

x2
dla ka»dego x ∈ (0, +∞) .

Wyznaczy¢ f(4).

475. Niech T b¦dzie zbiorem wszystkich funkcji ró»niczkowalnych f : R → R speªniaj¡-

cych warunki

f(0) = f ′(0) = 1

1 ≤ f ′′(x) ≤ 2 dla ka»dego x ∈ R .

Dobra¢ odpowiednie liczby C, D, a nast¦pnie:

a) Dowie±¢, »e dla dowolnej funkcji f ∈ T zachodzi nierówno±¢

C ≤ f(1) ≤ D .

b) Wskaza¢ takie funkcje f1, f2 ∈ T, »e

f1(1) = C, f2(1) = D .

476. Udowodnij, »e je±li f ′′ ≥ 1, to

f(1) ≤ f(0) + f(2)

2
− 1

2
.

477. Zbadaj przebieg zmienno±ci funkcji

f(x) =

(
1 +

1

x

)x

ROZGRZEWKA: Udowodnij, »e f jest rosn¡ca dla x > 0.
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