
Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.
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24. Dowie±¢, »e liczba
√

3
5 jest niewymierna.

25. Dowie±¢, »e liczba log1218 jest niewymierna.

26. Rozstrzygn¡¢, czy liczba log23 + log45 jest wymierna, czy niewymierna.

27. Dowie±¢, »e liczba
√√

7−
√
5 jest niewymierna.

28. Oszustwo
Zadanie: Dowie±¢, »e liczba

√
3−
√
8−
√
2 jest niewymierna.

Rozwi¡zanie I:

Liczba −
√
2 jest niewymierna. Tak»e liczba

√
3−
√
8 jest niewymierna, bo gdyby byªa

wymierna, to jej kwadrat 3−
√
8 te» byªby liczb¡ wymiern¡, a nie jest. Zatem liczba√

3−
√
8−
√
2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.

Rozwi¡zanie II:

Przeprowadzimy dowód nie wprost. Zaªó»my, »e liczba
√

3−
√
8 −
√
2 jest wymierna i

oznaczmy j¡ przez w. Wtedy

w =

√
3−
√
8−
√
2

w +
√
2 =

√
3−
√
8

w2 + 2
√
2w + 2 = 3− 2

√
2

2
√
2(w + 1) + (w − 1)(w + 1) = 0

Dziel¡c ostatni¡ równo±¢ przez w + 1 otrzymujemy

2
√
2 + w − 1 = 0,

co stanowi sprzeczno±¢ z zaªo»eniem wymierno±ci liczby w, gdy» lewa strona równo±ci jest

liczb¡ niewymiern¡ i nie mo»e by¢ równa 0.

Czy powy»sze rozwi¡zania s¡ poprawne?

29. Dowie±¢, »e liczba
√
2 + 3
√
3 jest niewymierna.

30. Dowie±¢, »e liczba 3
√
2 + 3
√
3 jest niewymierna.

31. Zagadka
O liczbie a wiadomo, »e jest niewymierna. O liczbie b wiadomo, »e jest wymierna oraz »e

ab te» jest liczba wymiern¡. Czy wiesz ju» jak¡ liczb¡ jest b?

32. Udowodnij, »e je±li a+ 2b oraz 3a+ b sa wymierne, to a i b te» s¡ wymierne.

33. Sprawd¹ czy je±li ab2 oraz a3b s¡ niezerowe i wymierne, to a i b te» musz¡ by¢

wymierne.

34. Niech n ≥ 2 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e je±li an−1 + . . .+ a2 + a oraz an

s¡ wymierne, to a te» jest wymierna.
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35. Niech w b¦dzie dowoln¡ liczb¡ wymiern¡. Udowodnij, »e je±li a2 + wa oraz a3 s¡

wymierne, to a te» jest wymierna.

36. Udowodnij, »e pomi¦dzy ka»dymi dwoma liczbami wymiernymi a < b le»y liczba

wymierna c, tzn. a < c < b.

37. Udowodnij, »e pomi¦dzy ka»dymi dwoma liczbami rzeczywistymi a < b le»y liczba

wymierna.

Wskazówka: Najpierw zauwa», »e istnieje liczba naturalna n, taka »e 1
n < b−a, a potem

znajd¹ najmniejsz¡ liczb¦ caªkowit¡ m, tak¡ »e a < m
n .

38. Udowodnij, »e pomi¦dzy ka»dymi dwoma liczbami rzeczywistymi le»y liczba niewymierna.

Wskazówka: U»yj poprzedniego zadania i kreatywnego mno»enia.

39. O liczbach wymiernych x i y wiadomo, »e x+ y oraz x · y s¡ caªkowite. Udowodnij,

»e x i y te» musz¡ by¢ caªkowite. A co je±li nie zaªo»ymy, »e x i y s¡ wymierne?

40. Zadanie z ♣
Znajd¹ wszystkie wymierne rozwi¡zania równania

xy = 5.

Zapami¦taj:

|x| =
{

x dla x ≥ 0
−x dla x < 0

41. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nierówno±¢ trójk¡ta

|a+ b| ≤ |a|+ |b|
oraz wywnioskuj, »e

||a| − |b|| ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|.
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