Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Cwiczenia tydzieni 2: zad. 24-41 Kolokwium nr 2: material z zad. 1-41

24. Dowies$é, ze liczba \/g jest niewymierna.
25. Dowies¢, ze liczba log;518 jest niewymierna.

26. Rozstrzygnaé, czy liczba logy3 4 log,5 jest wymierna, czy niewymierna.

27. Dowiesé, ze liczba \/+/7 — /5 jest niewymierna.

28. OSZUSTWO

ZADANIE: Dowies¢, ze liczba /3 — v/8 — /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie I:

Liczba —v/2 jest niewymierna. Takze liczba /3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3 —+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

V3 — V8 — /2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie II:

Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zalézmy, ze liczba /3 — v/8 — /2 jest wymierna i
oznaczmy ja przez w. Wtedy

w=1/3—-vV8—-2

w+vV2=1/3-V8
w? +2V2w+2=3-2V2
2V2(w+ 1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnia réwnosé przez w + 1 otrzymujemy
2V2+w—-1=0,

co stanowi sprzeczno$é¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci jest
liczba niewymierna i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sg poprawne?

29. Dowies¢, ze liczba /2 + V3 jest niewymierna.
30. Dowiesé, ze liczba \3/5 + \3/§ jest niewymierna.

31. ZAGADKA
O liczbie a wiadomo, ze jest niewymierna. O liczbie b wiadomo, ze jest wymierna oraz ze
ab tez jest liczba wymierng. Czy wiesz juz jaka liczba jest b?

32. Udowodnij, ze jesli a 4+ 2b oraz 3a + b sa wymierne, to a i b tez s wymierne.

33. Sprawdz czy jedli ab® oraz a®b s3 niezerowe i wymierne, to a i b tez musza by¢é
wymierne.

34. Niech n > 2 bedzie liczba naturalng. Udowodnij, ze jesli a"~! + ...+ a? + a oraz a”
sa wymierne, to a tez jest wymierna.



35. Niech w bedzie dowolng liczba wymierna. Udowodnij, ze jesli a® + wa oraz a® sa
wymierne, to a tez jest wymierna.

36. Udowodnij, ze pomiedzy kazdymi dwoma liczbami wymiernymi a < b lezy liczba
wymierna ¢, tzn. a < ¢ < b.

37. Udowodnij, ze pomiedzy kazdymi dwoma liczbami rzeczywistymi a < b lezy liczba
wymierna.

Wskazowka: Najpierw zauwaz, ze istnieje liczba naturalna n, taka ze % < b—a, a potem
znajdz najmniejszg liczbg catkowity m, taky ze a < 7*.

38. Udowodnij, ze pomiedzy kazdymi dwoma liczbami rzeczywistymi lezy liczba niewymierna.
Wskazowka: Uzyj poprzedniego zadania i kreatywnego mnozenia.

39. O liczbach wymiernych z i y wiadomo, ze = + y oraz z - y sa catkowite. Udowodnij,
ze x 1 y tez musza by¢ catkowite. A co jesli nie zalozymy, ze = i y sa wymierne?

40. ZADANIE Z &
Znajdz wszystkie wymierne rozwigzania réwnania

¥ = 5.

Zapamietaj:

| = z dlax >0
Tl -z dlaz <0

41. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnos¢ tréjkata
|la+ 0] < [a] + |b|

oraz wywnioskuj, ze
lla| = [b]] < |a £ b] < |a| + [b].



