
Szacowania.

�wiczenia tydzie« 3: zad. 42-67 Kolokwium nr 3: materiaª z zad. 1-67

Zapami¦taj: Nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ geometryczn¡ i arytmetyczn¡

n
√
a1a2 . . . an ≤

a1 + a2 + . . .+ an
n

zachodzi dla wszystkich n ∈ N oraz dowolnych a1, a2, . . . , an ≥ 0.

42. Udowodnij, »e 3 < π < 2
√
3.

43. Która z liczb jest wi¦ksza

a) 21000! czy 999999! ?

b) 2699 czy 10151 ?

c) 2699 czy 12365 ?

44. Niech a = 16
√
2. Która z liczb jest wi¦ksza

a256 czy 256a ?

45. Uporz¡dkowa¢ nast¦puj¡ce liczby w kolejno±ci rosn¡cej

a =
(
5−
√
37

)2008

b =
(
6−
√
37
)2009

c =
(
7−
√
73
)2011

d =
(
9−
√
73
)2013

46. Która z liczb jest wi¦ksza 22
21001

czy 10002
21000

?

Uwaga: Zgodnie z obowi¡zuj¡c¡ konwencj¡, w napisie typu ab
c

pot¦gowanie wykonuje

si¦ od góry, tzn.

ab
c

= a(b
c) .

47. Która z liczb jest wi¦ksza

(
9

4

) 9
4

czy 6 ?

W rozwi¡zaniu wolno korzysta¢ z wªasno±ci pot¦gowania, wolno wykonywa¢ obliczenia

na liczbach naturalnych mniejszych od 100 oraz wolno wykorzysta¢ równo±ci 211 = 2048 i

37 = 2187.

48. Która z liczb jest wi¦ksza 4513 czy 272 ?

W rozwi¡zaniu wolno korzysta¢ z wªasno±ci pot¦gowania oraz wolno wykonywa¢ obliczenia

na liczbach naturalnych mniejszych od 300.
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49. Udowodnij, »e dla naturalnych n ≥ 4

n2 ≤ 2n .

50. Dla ustalonej liczby naturalnej M wskaza¢ tak¡ liczb¦ naturaln¡ n > 1, »e

nM ≤ 2n .

Wskazuj¡c odpowiedni¡ liczb¦ caªkowit¡ k udowodni¢ nierówno±ci 10k < L < 102k.

51. L = 3972257 52. L = 2573972 53. L = 700!

54. Dla dodatnich liczb rzeczywistych a oraz b znajd¹ ograniczenie dolne wyra»enia

a

b
+
b

a
.

55. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz b znajd¹ ograniczenie górne wyra»enia

ab

a2 + 4b2
.

Wskazuj¡c odpowiednie liczby dodatnie C, D udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej

n zachodz¡ nierówno±ci C < W (n) < D.

56. W (n) =
n4 + 16n+ 3

2n4 + 7n2
57. W (n) =

13n2 − 10n+ 3

2n2 + 7n− 1
58. W (n) =

√
n+ 7 + 3√
n+ 3 + 7

Wskazuj¡c odpowiednie liczby dodatnie C, D oraz liczb¦ rzeczywist¡ k udowodni¢, »e dla

dowolnej liczby naturalnej n zachodz¡ nierówno±ci

C · nk < W (n) < D · nk .

59. W (n) =
n7 + 10n3 + 3

n4 + 37
60. W (n) =

5n8 − n4 + 3

5n10 − 4
61. W (n) =

n6 + 2n4 + 1√
n+ 2

Wskazuj¡c odpowiedni¡ liczb¦ dodatni¡ C udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej

n zachodz¡ nierówno±ci

1− C

n
< W (n) < 1 +

C

n
.

62. W (n) =
n2 + 2n+ 3

n2 + 7n+ 2
63. W (n) =

3n2 − 2n+ 3

3n2 + 7n− 2
64. W (n) =

√
4n2 + 1

2n+ 1

Wskazuj¡c odpowiednie liczby dodatnie C, g udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej

n zachodz¡ nierówno±ci

g − C

n
< W (n) < g +

C

n
.

65. W (n) =
2n2 + 2n+ 3

3n2 + 7n+ 2
66. W (n) =

4n2 − 2n+ 3

2n2 + 7n− 2
67. W (n) =

√
4n2 + 1

3n+ 1

6


